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1.1 Contexte industriel
Le marche´ de l’industrie spatiale est en grande partie lie´ au de´veloppement des communications.
Les satellites de te´le´communication ge´ne´ralement place´s sur des orbites ge´ostationnaires ne´cessitent
des missions spatiales de courte dure´e. Sur ce marche´, Arianespace est le nume´ro un du lancement de
satellites en posse´dant 60% du marche´ devant ses deux concurrents les plus se´rieux, le Russe Proton
et l’Ame´ricain SpaceX. Arianespace qui exploite les trois lanceurs Ariane 5, Soyouz et Vega est ainsi
capable de mettre sur tous types d’orbites (de l’orbite basse a` l’orbite ge´ostationnaire) tous types de
satellites, des tre`s gros (plus de 20t) aux plus petits (1t) en passant par le cargo de l’espace (ATV).
Notons que fin 2012, Ariane a feˆte´ dix ans de succe`s jalonne´s de 53 lancements re´ussis d’affile´e.
Parmi les nombreux proble`mes qu’il faut envisager dans le de´veloppement d’un lanceur, deux points
sont particulie`rement importants : (1) la performance de´finie par le rapport de la charge utile a` la masse
d’ergols ne´cessaire et (2) la fiabilite´ du syste`me. La performance de´pend pour une grande partie des
caracte´ristiques thermodynamiques des ergols et de l’efficacite´ de combustion dans le moteur. Le rende-
ment de combustion est fonction de la forme des injecteurs et du dimensionnement ge´ne´ral de la chambre.
La performance globale du lanceur de´pend e´galement de la masse a` vide.
Le lanceur Ariane 5, principal lanceur d’Arianespace, est entre autre e´quipe´ du moteur cryotechnique
Vulcain 2 fabrique´ par la socie´te´ SNECMA du groupe SAFRAN. Ce moteur-fuse´e haute pression fonc-
tionnant avec le couple d’ergols H2/O2 permet d’atteindre les hautes performances ne´cessaires a` l’indus-
trie spatiale. Ce moteur appartient a` la classe de moteurs dits “a` ergols” liquides, ou` les combustibles et
comburant sont stocke´s sous forme liquide dans des re´servoirs se´pare´s puis pompe´s par des turbopompes
afin d’eˆtre ensuite injecte´s dans la chambre de combustion. A l’heure actuelle, pratiquement tous les mo-
teurs de fuse´es et de vaisseaux habite´s sont de ce type. Le principal couple d’ergols utilise´s est le couple
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FIGURE 1.1: De´collage de la fuse´e Ariane 5 ECA le 19 avril 2008. Cre´dits CNES.
oxyge`ne liquide (LOx) / hydroge`ne liquide (LH2). Dans ce cas-ci, les ergols sont conserve´s et injecte´s a`
des tempe´ratures cryotechniques. L’ame´lioration des performances a conduit ce type de moteurs a` fonc-
tionner a` tre`s haute pression. Les conditions de fonctionnement sont donc a` des pressions de l’ordre de
la centaine de bars et des tempe´ratures allant de 100 K (injection) a` 3000-3500 K (combustion). Dans
ces conditions, les pressions critiques des ergols ainsi que celles des principaux produits re´sultant de leur
combustion sont nettement de´passe´es (tableau 1.1). La combustion dans ces moteurs-fuse´es s’effectue
donc dans l’e´tat supercritique. Les pressions et tempe´ratures critiques (respectivement Pc et Tc) sont
Pc (bar) Tc (K) ρc (kg.m
−3)
O2 50.43 154.5 436.10
CH4 45.96 190.5 162.60
H2 12.98 33.2 30.09
N2 33.99 126.2 314.03
CO2 73.83 304.2 464.00
H2O 220.87 374.1 320.00
TABLE 1.1: Proprie´te´s critiques des principaux ergols utilise´s dans l’industrie spatiale et produits de
combustion associe´s.
les pressions et tempe´ratures au-dessus desquelles il ne peut plus y avoir de changement de phases de
type liquide-gaz (ou inversement). Lorsque ces deux valeurs sont de´passe´es, la distinction entre gaz et
liquide n’est plus possible, on parle alors de “fluide supercritique”. Le comportement de tels fluides est
fortement diffe´rent de celui des fluides rencontre´s habituellement a` basse pression, et leurs proprie´te´s
thermodynamiques et de transport (viscosite´, conductivite´ thermique, diffusivite´, capacite´ calorifique,...)
sont interme´diaires entre celles d’un gaz et d’un liquide.
Bien que l’utilisation de l’hydroge`ne comme combustible pour ces moteurs soit la plus re´pandue, celui-ci
pre´sente tout de meˆme deux de´fauts majeurs : (1) la dangerosite´ de son stockage et de son transport ainsi
que son couˆt de production et (2) sa faible densite´ qui conduit a` des tailles de re´servoirs importantes,
re´duisant ainsi l’efficacite´ structurelle globale du lanceur. En ce sens, le me´thane (CH4), qui doit eˆtre
lui aussi stocke´ et injecte´ de fac¸on cryoge´nique, pre´sente plusieurs avantages : (1) le me´thane liquide
(LCH4) est plus dense que l’hydroge`ne liquide et permet ainsi d’envisager l’utilisation de re´servoirs plus
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petits et donc moins lourds ; (2) le me´thane posse`de une tempe´rature d’e´bullition plus e´leve´e que celle
de l’hydroge`ne, conduisant a` un stockage et une injection a` des tempe´ratures plus e´leve´es que celle de
l’hydroge`ne (rappelons que l’efficacite´ de augmente avec les tempe´ratures d’injections) ; (3) le couˆt de
production du me´thane est cinq a` dix fois moins important que celui de l’hydroge`ne ; (4) parmi les hy-
drocarbures, le me´thane est celui qui posse`de l’impulsion spe´cifique la plus e´leve´e (368 s pour le couple
LOx-CH4 contre 455 s pour le couple LOx-H2 [70]). L’impulsion spe´cifique, exprime´e en seconde, me-
sure combien de secondes un kilogramme d’ergol fournit une pousse´e de un kilogramme-force, soit
9.80665 Newton. Plus elle est e´leve´e, meilleur est le rendement massique du syste`me. A` pousse´e e´gale,
plus l’impulsion spe´cifique d’un propulseur est grande, moins il consomme d’ergols. Le me´thane se
pose donc logiquement comme un se´rieux successeur a` l’hydroge`ne pour les prochaines ge´ne´rations de
moteurs-fuse´es.
L’optimisation, indispensable pour augmenter la compe´titivite´ des lanceurs, passe par la maıˆtrise la plus
comple`te possible des technologies lie´es aux fluides cryotechniques supercritiques. Avant de de´velopper
de nouveaux moteurs base´s sur l’utilisation du me´thane comme carburant cryoge´nique, une compre´hen-
sion approfondie des me´canismes physico-chimiques associe´s aux me´langes et a` la combustion du
me´thane liquide et de l’oxyge`ne liquide dans les conditions de fonctionnement de moteurs-fuse´es est
ne´cessaire. En effet, la combustion et le me´lange, en re´gime supercritique, pre´sentent des caracte´ristiques
tre`s diffe´rentes de celles rencontre´es en re´gime sous-critique. De plus, meˆme si la combustion du couple
O2/H2 en re´gime supercritique a de´ja` donne´ lieu a` diffe´rentes e´tudes, la combustion supercritique du
couple O2/CH4 pre´sente des caracte´ristiques tre`s diffe´rentes et tre`s peu d’e´tudes s’y sont attache´es.
Ainsi, le CNES (Centre National d’Etudes Spatiales) et la SNECMA du groupe SAFRAN ont propose´
une the`se portant sur l’e´tude nume´rique de l’interaction de la cine´tique chimique et de la turbulence dans
une flamme cryotechnique LOx/LCH4 afin d’en mieux comprendre les spe´cificite´s. L’objectif de cette
the`se est de de´velopper un outil nume´rique robuste permettant d’e´tudier la combustion cryotechnique
LOx-CH4 supercritique. A cette fin, la configuration d’un injecteur co-axial du banc MASCOTTE sera
e´tudie´e [53, 54, 52].
Dans cet injecteur l’oxyge`ne liquide cryoge´nique pe´ne`tre dans la chambre de combustion a` basse vitesse,
et est entoure´ par un e´coulement de me´thane a` haute vitesse. La combustion s’effectue a` haute pression,
dans un e´tat supercritique. La haute pression tend a` ame´liorer la performance et l’efficacite´ du syste`me
e´nerge´tique, le tout de fac¸on compact.
1.2 Contexte scientifique
1.2.1 De´finitions
1.2.1.1 Fluide supercritique et injection transcritique
Dans un premier temps, nous allons de´finir deux termes qui vont eˆtre largement employe´s tout au
long de ce document. Pour cela, nous nous appuierons sur la figure 1.2. Il s’agit du diagramme P -T de
l’oxyge`ne. Le point noir situe´ au croisement des lignes en tirets repre´sentent le point critique. La notion
de point critique sera de´veloppe´e au chapitre 2. La ligne se´parant les phases liquide et gazeuse repre´sente
la ligne de changement de phase liquide-gaz, tandis que la ligne pointille´e repre´sente la pseudo-boiling-
line et est l’extension de la ligne de changement de phase aux pressions supercritiques. Cette ligne suit
les maxima locaux (les diffe´rents maxima pour une pression donne´e) du coefficient de capacite´ calo-
rifique a` pression constante (Cp). Diffe´rentes phases sont distingue´es en fonction de la pression et de
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la tempe´rature auxquelles se trouvent le fluide conside´re´. Les fleˆches noires symbolisent les diffe´rentes
transformations que peuvent subir un fluide. Dans la suite de ce document, nous appellerons fluide super-
FIGURE 1.2: Diagramme de phase P -T de l’oxyge`ne (tire´ de [95]).
critique tout fluide soumis a` une pression supe´rieure a` sa pression critique, quelque soit sa tempe´rature.
Nous appellerons e´galement injection transcritique toute injection suivant un chemin symbolise´e par les
fleˆches situe´es en haut a` gauche, c-a`-d toute injection effectue´e a` pression supercritique faisant passer le
fluide injecte´ d’une tempe´rature sous critique a` une tempe´rature supercritique.
1.2.1.2 Injecteur co-axiaux
En majorite´, au sein des moteurs-fuse´es, ainsi que dans les expe´riences de´die´es a` l’e´tude du me´lange
et de la combustion dans des conditions de fonctionnement de moteur-fuse´es, les ergols sont injecte´s au
sein de la chambre d’e´tude par un, ou plusieurs injecteurs de type coaxiaux. En ge´ne´ral, l’ergol froid et
dense (souvent qualifie´ de “liquide” par abus de language) est injecte´ au centre, tandis que le second plus
chaud et moins dense (qualifie´ de “gazeux” lui aussi par abus de language), est injecte´ par l’e´coulement
externe de forme annulaire. En ge´ne´ral, la vitesse d’injection de l’e´coulement gazeux est d’un ordre
supe´rieur a` celle de l’e´coulement dense [117]. La figure 1.3 tire´e de [148] sche´matise l’e´coulement
proche injecteur ainsi obtenu. Une couche de me´lange dite “interne” se de´veloppe au niveau de l’inter-
face entre les fluides interne et externe. Une deuxie`me couche de me´lange se de´veloppe e´galement entre
le fluide externe et le fluide pre´sent au sein de la chambre d’injection. Plusieurs parame`tres jouent sur l’ef-
ficacite´ de ces injecteurs. On peut ainsi de´finir deux nombres de Reynolds propres a` chaque e´coulement
(interne et externe) :
Rei =
ρiDiUi
µi
et Ree =
ρeHeUe
µe
, (1.1)
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FIGURE 1.3: Repre´sentation sche´matique d’un injecteur coaxial ainsi que du champ dynamique de
l’e´coulement proche (image tire´e de [148]).
ou` Di (= 2di) est le diame`tre de l’e´coulement interne, Tp est l’e´paisseur de la le`vre d’injection (et
sera e´galement note´e ll), He (= de − Tp − di) est la hauteur du canal de´livrant l’e´coulement externe,
ρ repre´sente la masse volumique, U la vitesse de l’e´coulement conside´re´, et µ sa viscosite´ dynamique.
Ces nombres de Reynolds caracte´risent l’e´coulement au sein des canaux d’admission des ergols. Dans
les conditions de fonctionnement des moteurs-fuse´es, en raison des vitesses, tempe´ratures, et pressions
d’injection, Rei et Ree sont typiquement de l’ordre de 10
5 ce qui traduit une transition rapide vers un
e´coulement turbulent en sortie d’injecteur. Le rapport entre les masses volumiques des fluides injecte´s
(Rρ) et le rapport entre les flux de quantite´ de mouvement J ont e´te´ identifie´s par plusieurs e´tudes
expe´rimentales [156][117] comme des parame`tres importants, tandis que le rapport des vitesses d’injec-
tion RU ne joue pas un roˆle essentiel. On note :
Rρ =
ρi
ρe
, RU =
Ue
Ui
et J =
ρeU
2
e
ρiU2i
. (1.2)
D’autres grandeurs peuvent servir a` caracte´riser une injection coaxiale. On a par exemple le rapport de
me´lange Rm de´fini de fac¸on usuelle en propulsion fuse´e comme le rapport entre les de´bits d’injection
centrale et annulaire, le rapport RA de´fini comme le rapport entre les surfaces d’injection annulaire et
centrale, et le rapport Rl de´fini comme le rapport entre l’e´paisseur de la le`vre d’injection sur le diame`tre
de l’injecteur interne. On note :
Rm =
UiρiAi
UeρeAe
, RA =
Ae
Ai
et Rl =
ll
Di
, (1.3)
avec Ai la surface d’injection centrale, Ae la surface d’injection annulaire et ll l’e´paisseur de la le`vre
d’injection.
1.2.2 Etudes expe´rimentales
L’e´tude des e´coulements supercritiques a commence´ dans les anne´es 70 par l’expe´rience de Newman
and Brzustowski [109] ou` un jet sous-critique de CO2 e´tait injecte´ dans de l’azote pur sous- ou supercri-
tique. Un ensemble beaucoup plus complet d’expe´riences a e´te´ ensuite mene´ par Mayer et ses colle`gues
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il y a une quinzaine d’anne´es [99, 98, 102, 101, 100, 71, 8]. Elles avaient pour but la compre´hension
phe´nome´nologique de l’injection et du me´lange dans des conditions haute pression de fonctionnement
de moteur-fuse´es. De manie`re a` s’approcher au mieux des conditions de fonctionnement de ces moteurs,
deux espe`ces inertes aux proprie´te´s proches (masse molaire, point critique) de celles de l’oxyge`ne et
de l’hydroge`ne ont e´te´ utilise´es lors de ces expe´riences : l’azote et l’he´lium. Les conclusions de ces
expe´riences e´taient claires : au-dela` du point critique, la tension de surface disparaissant, le proces-
sus d’atomisation ne peut plus se faire de fac¸on classique. En effet les ligaments et gouttes habituel-
lement observe´es ne sont plus pre´sentes. A` la place, une interface diffuse se´pare le fluide dense du
fluide plus le´ger l’entourant, des poches de fluide dense peuvent eˆtre arrache´es et de nouvelles struc-
tures apparaissent. Cette diffe´rence de comportement est illustre´e sur la figure 1.4 ou` pour une pression
sous-critique, la de´sinte´gration du jet par atomisation est clairement visible. Par contre, pour des pres-
sions supercritiques, l’interface devient plus diffuse et il n’y a plus de goutte. Les images du bas sont
des agrandissements de celles du haut. Au meˆme moment Chehroudi et ses colle`gues arrivaient aux
meˆmes conclusions [18, 19, 20] et e´tendirent leurs domaines d’activite´s au couplage acoustique [32].
Des mesures quantitatives de densite´ ou de tempe´rature ont e´te´ fournies par Mayer [8, 118, 102] mais
des incertitudes re´sident dans les conditions aux limites de l’expe´rience (valeurs de vitesse et tempe´rature
principalement). Les donne´es expe´rimentales sont tre`s limite´es du fait de la difficulte´ de travailler a` haute
pression. Par exemple, Cessou et al. [16] ont montre´ que lorsqu’un jet dense de LOx avec des parties on-
dule´es e´tait illumine´ avec un laser, le gradient d’indice optique redirige une partie du rayonnement le
long de l’axe du jet. Ceci est illustre´ sur Fig. 1.5 pour un jet de LOx provenant de la droite de la figure :
la largeur de la nappe laser incidente est de 50 mm, mais le signal Raman est observe´ jusqu’a` 65 mm. La
qualite´ de la mesure peut donc eˆtre ici mis en question. Cette de´flexion de la lumie`re a e´te´ observe´e pour
des injections de LOx supercritique (5.6 MPa) et souscritique (3.0 MPa). Mayer et al. mentionne aussi
ce comportement dans son papier de 2003 [102]. Enfin, il est bon de noter que Segal and Polikhov [150]
ont e´tudie´ expe´rimentalement l’injection de FK-5-1-12 (i.e. CF3CF2C(O)CF(CF3)2) dans un environne-
ment d’azote pour des conditions sous et super-critiques. Des donne´es expe´rimentales sur la densite´ sont
disponibles, mais l’espe`ce choisie est mal adapte´e a` la simulation par manque de donne´es de transport et
thermodynamiques.
Avant 2005, les e´tudes sur la combustion supercritique se sont principalement inte´resse´es au couple
LOx-H2 [101, 156, 12, 61, 76, 74, 73]. A` haute pression, le processus de combustion est diffe´rent de
celui rencontre´ a` basse pression car la notion d’atomisation n’existe plus [13]. En effet, comme pour les
e´tudes non-re´actives cite´es auparavant, a` haute pression la tension de surface du liquide injecte´ disparaıˆt
et les phe´nome`nes classiques de controˆle de la combustion que sont l’atomisation primaire, secondaire
puis la formation d’un spray et sa vaporisation, n’ont plus lieu d’eˆtre (Fig. 1.6). Dans ces conditions,
le processus de controˆle identifie´ correspond a` un transfert de masse entre la phase dense transcritique
et son entourage. Les donne´es expe´rimentales montrent une forte zone re´active au niveau de la couche
de me´lange interne (cf. figure 1.3). La figure 1.7 tire´e de [101] illustre ceci. Il s’agit de la visualisation
de la flamme (image du haut) et de l’e´coulement (image du bas) dans la zone proche-injecteur. Les
auteurs ont e´galement remarque´ que la flamme s’accroche toujours a` la le`vre de l’injecteur d’oxyge`ne
liquide et cela imme´diatement apre`s l’allumage. Au niveau de l’attache de cette flamme, une zone de
combustion intense est observe´e. Elle apparaıˆt comme un point brillant sur l’image du haut de la figure
1.7 (“Bright Spot”). Ceci de´note l’existence d’une zone de forte recirculation a` cette endroit, cre´ant un
me´lange intense et permettant ainsi l’apparition d’une flamme tre`s stable. Dans ces e´tudes, la flamme
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FIGURE 1.4: Ombroscopie d’un jet de N2 dans une atmosphe`re a` tempe´rature supercritique et a`
diffe´rentes pressions [19].
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FIGURE 1.5: Image Raman instantane´e d’un jet de LOx ainsi que le profile de la nappe laser (extrait de
[16]).
FIGURE 1.6: Repre´sentation sche´matique d’une flamme jet (a) sous-critique et (b) supercritique (extrait
de [13]).
s’attache aux le`vres de l’injecteur d’oxyge`ne mais le point d’ancrage est a` une distance finie de celui-
ci. Les le`vres de l’injecteur servent a` stabiliser la flamme [73] avec comme parame`tre dimensionnant
le rapport entre l’e´paisseur de la le`vre (Tp) et l’e´paisseur de flamme (δf ) : Ψ = Tp/δf . Quand Ψ est
petit, la flamme est plus large que la le`vre et se trouve ainsi expose´e a` l’e´coulement a` haute vitesse de
l’hydroge`ne. Les e´tudes [74, 73] ont e´galement montre´ que la ge´ome´trie de l’injecteur utilise´ avait une
forte influence sur l’e´coulement. En effet, le fait de placer l’injection du jet d’oxyge`ne en retrait par
rapport a` l’e´coulement d’hydroge`ne permet d’obtenir de meilleurs proprie´te´s de combustion.
L’oxyge`ne et l’hydroge`ne sont injecte´s a` des densite´s tre`s diffe´rentes. Hannoun et al. [58] ont e´tudie´
l’influence d’un fort gradient de densite´ sur les structures turbulentes. Il ressort de leur expe´rience que
l’interface de densite´ agit comme un “mur” sur les structures. Les oscillations de vitesses axiales sont
amplifie´es tandis que les oscillations radiales sont grandement atte´nue´es. Ce phe´nome`ne peut eˆtre vu
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FIGURE 1.7: Visualisation de la re´gion proche de la sortie de l’injecteur. Images obtenues par Mayer et
Tamura [101].
comme un aplatissement des structures pre`s de l’interface. De plus, a` partir de spectres d’e´nergie de
la vitesse radiale, ils ont constate´ que l’atte´nuation est principalement marque´e dans les structures de
basses fre´quences (donc de grandes tailles, porteuses d’e´nergie). Le gain dans les fluctuations de vitesse
horizontale se situe aussi dans les basses fre´quences. Dans les deux cas, les hautes fre´quences ne sont pas
affecte´es de fac¸on significative. La zone de fort gradient de densite´ transfe`re donc de l’e´nergie cine´tique
du mouvement radial vers le mouvement horizontal. Ce phe´nome`ne a une influence sur la stabilite´ de
la zone dense d’oxyge`ne. En effet, cette limitation de la turbulence verticale stabilise le jet d’oxyge`ne
en limitant le de´veloppement des ondes d’instabilite´. L’e´nergie disponible pour le me´lange est alors
diminue´e. L’effet sera d’autant plus marque´ que le gradient de densite´ sera e´leve´. Or le gradient de
densite´ est maximal proche des conditions critiques. Il paraıˆt donc clair que la couche de me´lange sera
plus stable si la pression est proche de la pression critique plutoˆt que si l’on se place a` des pressions tre`s
e´leve´es. Ces phe´nome`nes de stabilisation ont pu eˆtre observe´s lors des expe´riences de Chehroudi et al.
[18, 19, 20] et au travers d’e´tudes nume´riques comme celles d’Oefelein et Yang [112] et de Yang et al.
[176].
L’e´tude expe´rimentale pour la combustion cryotechnique LOx-CH4 a commence´ un peu plus tard
[183, 152, 143, 153, 175, 91, 92, 117]. Yang et al. [175] puis Oschwald et al. [117] ont compare´ la
combustion et la de´sinte´gration de jets de me´thane et d’hydroge`ne sous une pression sous critique de 1,5
bar. Les effets du rapport entre les quantite´s de mouvements des jets d’oxydant et de combustible (J), ainsi
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que ceux du nombre de Weber (note´ We) ont e´te´ e´tudie´s. Le nombre de Weber permet de caracte´riser un
e´coulement multiphasique en comparant les forces d’inertie aux forces de tensions de surface). Il ressort
de cette e´tude que la combustion et la de´sinte´gration des jets de LOx/CH4 et LOx/H2 pre´sentent des
comportements diffe´rents a` nombre de Weber et rapport de quantite´ de mouvement e´gaux. La flamme
issue de la combustion du me´thane semble se de´tacher facilement des le`vres de l’injecteur et pre´sente un
angle d’expansion relativement important, ce qui n’arrive pas avec l’hydroge`ne. Ceci pourrait s’expliquer
par la cine´tique chimique plus lente associe´e a` la combustion du CH4. Ces diffe´rences de comportement
entre les deux jets sont illustre´es sur la figure 1.8. On y voit la comparaison entre la flamme et les sprays
obtenues dans le cas d’une flamme de H2 et de CH4.
D’autres e´tudes ont e´te´ effectue´es dans des conditions de pression typiques de celles rencontre´es dans
FIGURE 1.8: Visualisation par came´ra CCD de flammes H2/O2 (gauche) et CH4/O2 (droite) a` faible
(haut) et large (bas) nombre de Weber. Image extraite de [117].
les moteurs-fuse´es. Zurbach et al. [183] et Singla et al. [152, 153] ont ainsi e´tudie´ la combustion de
l’oxyge`ne et du me´thane a` haute pression. L’e´tude s’est effectue´e sur le banc MASCOTTE 1 (Montage
Autonome Simplifie´ pour la Cryocombustion dans l’Oxyge`ne et Toutes Techniques Expe´rimentales), banc
de recherche de´veloppe´ a` l’ONERA pour l’e´tude de la combustion dans les moteurs cryotechniques de
lanceurs spatiaux. La flamme est obtenue par un injecteur coaxial. L’oxyge`ne est injecte´ au centre a`
faible vitesse, tandis que le me´thane est injecte´ sur l’exte´rieur avec une vitesse plus importante. Dans cette
e´tude, la tempe´rature de l’oxyge`ne injecte´ est fixe´e a` 85 K tandis que celle du me´thane varie de 120 a` 288
K, ceci afin d’effectuer des injections avec des tempe´ratures sous et supercritiques. Les pressions varient
de 4,5 a` 6 MPa. Les re´sultats obtenus montrent que la flamme se stabilise dans tous les cas au niveau des
le`vres d’injection de l’oxyge`ne. Dans le cas ou` les deux ergols subissent une injection transcritique, deux
zones d’e´missions des radicaux OH et CH sont observe´es, indiquant la pre´sence de deux zones re´actives
et donc de deux flammes. Ces deux zones de re´action sont coniques. La premie`re de´bute a` partir des le`vres
d’injection de l’oxyge`ne et suit la couche de me´lange interne qui se de´veloppe entre les deux fluides
injecte´s (cf. figure 1.3). La seconde zone, se situe sur les bords exte´rieurs du jet de me´thane au niveau de
la couche de me´lange externe. Ceci s’explique par le me´lange de poches denses d’oxyge`ne, non bruˆle´es
par la premie`re zone re´active, qui se re´chauffent et se me´langent au sein de l’e´coulement de me´thane
1. http ://www.onera.fr/synindex/banc-mascotte.html
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externe et donnent ainsi naissance a` une seconde flamme au niveau des bords exte´rieurs du jet de me´thane.
Ces bords posse`dent un angle d’expansion assez e´leve´. Un troisie`me coˆne entourant ces deux zones a
e´galement e´te´ observe´. Il correspond a` la limite entre une zone de fluide dense (les fluides injecte´s) et
une zone de fluide peu dense (les gaz bruˆle´s). Le fort gradient de densite´ pre´sent dans cette zone y limite
fortement la turbulence. Par contre, dans le cas d’une injection supercritique du me´thane, la morphologie
de la flamme obtenue est semblable a` celle des flammes LOx/GH2 habituellement rencontre´e. L’image
1.9 sche´matise le type de flamme obtenue dans diffe´rents cas d’injection.
FIGURE 1.9: Repre´sentation sche´matique d’une flamme jet cryoge´nique avec (A) injection oxyge`ne
liquide, me´thane gazeux ; (B) injection oxyge`ne transcritique, me´thane supercritique et (C) injection
oxyge`ne et me´thane transcritique (extrait de [152]).
1.2.3 Etudes nume´riques
Paralle`lement aux investigations expe´rimentales, plusieurs efforts the´oriques et nume´riques ont e´te´
re´alise´s dans le but d’analyser et e´tudier les phe´nome`nes propres au re´gime supercritique. Ces e´tudes sont
relativement re´centes et leur nombre reste limite´ car les donne´es expe´rimentales permettant de guider les
mode`les sont elles aussi limite´es. Il n’existe pas, par exemple, de donne´es expe´rimentales de´taille´es sur
le de´veloppement de la turbulence pour des couches de me´lange en re´gime supercritique. Dans cette
optique, Bellan et ses collaborateurs [107, 60, 108, 116, 3, 115, 4] ont re´alise´ plusieurs DNS (“Direct
Numerical Simulation”) de couches de me´lange temporelles non re´actives en conditions supercritiques
afin d’e´tudier l’impact de la thermodynamique des gaz re´els sur le me´lange turbulent. Ces e´tudes ont
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FIGURE 1.10: Comparaison entre les visualisations expe´rimentales de jets supercritiques (images du
haut) et de celles obtenues par Schmitt et al. avec des calculs LES (images du bas). Image extraite de
[146].
e´galement permis la cre´ation de bases de donne´es qui ont e´te´ ensuite utilise´e a priori et a posteriori pour
le de´veloppement de mode`le de fermeture pour les calculs LES (“Large Eddy Simulation”). Les notions
de DNS et LES seront aborde´es et approfondies au chapitre 3. Plusieurs caracte´ristiques importantes
concernant les processus de me´lange en re´gime supercritique ont ainsi pu eˆtre identifie´s. La couche
de me´lange est alors plus stable de par l’atte´nuation de la turbulence due au fort gradient de densite´
rencontre´. Les flux de chaleur et d’espe`ces dominent les effets de dissipation de l’e´nergie face a` la
dissipation visqueuse. Les instabilite´s ae´rodynamiques cre´e´es a` l’interface entre les fluides dense et le´ger,
induisent des fluctuations de vitesse plus importantes au sein du fluide le´ger. Ceci est duˆ au fait que le
fluide dense posse`de une inertie plus importante que le fluide le´ger. Un autre point important qui ressort
de ces e´tudes est le suivant : en raison de la forte non-line´arite´ des e´quations d’e´tat de type gaz re´el,
des termes de sous mailles inhe´rents a` la mode´lisation LES, et qui sont habituellement ne´glige´s dans
les calculs LES effectue´s a` basse pression, peuvent prendre de l’importance et doivent dans ce cas eˆtre
pris en compte et mode´lise´s [151][163][164]. Cependant, a` la connaissance de l’auteur de ce document,
aucun des mode`les propose´s n’a encore e´te´ utilise´ au sein de simulations de configurations re´alistes.
L’e´tude nume´rique de l’impact de la thermodynamique des gaz re´els sur le me´lange turbulent s’est
e´galement effectue´ sur des configurations moins acade´miques que des couches de me´langes. Zong et al.
[177, 180] et Schmitt et al. [146] ont ainsi effectue´ des calculs LES de configurations base´es respective-
ment sur les travaux expe´rimentaux de Cheroudi [18] et Mayer [102]. En raison du manque de mode`les
de´die´s a` la fermeture de la turbulence, les calculs sont re´alise´s a` l’aide de mode`les classiques de´veloppe´s
pour des simulations en conditions basse pression. Malgre´ cela, les re´sultats des calculs, que ce soit d’un
point de vue qualitatif ou quantitatif, sont en bon accord avec les re´sultats expe´rimentaux. La figure 1.10
compare ainsi les visualisations expe´rimentales de jets supercritiques de Mayer et al. et celles obtenues
par Schmitt et al. avec des calculs LES. Dans ces e´tudes, on constate e´galement l’effet stabilisateur du
gradient de densite´.
Paralle`lement, des simulations RANS (“Reynolds Average Navier-Stokes”) ont e´galement e´te´ effectue´es
[102, 30, 31, 78, 121] et fournissent des re´sultats acceptables. Park [121] a re´alise´ des simulations RANS
et LES de jets supercritiques et a compare´ les re´sultats obtenus. Il ressort de cette e´tude que les calculs
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FIGURE 1.11: Champ instantane´ de densite´ d’un calcul DNS re´actif LOx/GH2 (Ruiz et al. [140]).
LES permettent une meilleure pre´diction de l’ouverture des jets supercritiques.
Quelques e´tudes nume´riques non re´actives, effectue´es sur des configurations faisant intervenir des in-
jecteurs coaxiaux, portent e´galement sur l’e´tude du me´lange turbulent en conditions supercritiques. Ho-
sangadi et al. [64], Liu [88] et Candel et al. [14, 147] ont ainsi effectue´ des simulations base´es sur les
e´tudes expe´rimentales re´alise´es sur les bancs d’essais de l’AFRL (“Air Force Research Laboratory”)
[32]. L’interaction entre les ondes acoustiques et l’injection transcritique y est e´tudie´e et la re´duction de
la longueur du coeur dense lors de la pre´sence de perturbations acoustiques est constate´e. Ces calculs
LES ont e´te´ aptes a` reproduire les e´coulements supercritiques expe´rimentaux sans utilisation de mode`le
de fermeture spe´cifique pour les hautes pressions.
La simulation d’e´coulements re´actifs dans des conditions repre´sentatives des moteurs-fuse´es, est
rendu complexe par la forte turbulence des configurations conside´re´es (rappelons que les nombres de
Reynolds associe´s aux ergols injecte´s est de l’ordre de 105). Ceci induit une grande diversite´ des e´chelles
temporelles et spatiales au sein des e´coulements. D’autres difficulte´s sont e´galement pre´sentes : com-
plexite´ des mode`les de type gaz re´el (qui seront pre´sente´s au chapitre 2), pre´sence de tre`s forts gradients
de densite´, et tre`s faible e´paisseur de flamme rencontre´e a` haute pression. La figure 1.11 pre´sente un
champ instantane´e d’une simulation directe 2D re´active d’un e´coulement LOx/GH2 derrie`re les le`vres
d’un injecteur coaxial. Le nombre de structures de diffe´rentes tailles est important et la large plage de
variation de densite´, ainsi que les forts gradients de densite´ sont bien visibles. Beaucoup de simulations
de la combustion supercritique sur des configurations re´alistes ont e´te´ effectue´es en 2D et se sont foca-
lise´es sur la re´gion proche injecteur [112, 111, 182, 180, 140, 139, 67]. Ces simulations se sont surtout
inte´resse´es a` l’e´tude du phe´nome`ne de stabilisation de la flamme au niveau des le`vres de l’injecteur. La
premie`re investigation effectue´e par Oefelein et Yang [112] s’est attache´e a` l’e´tude du point de stabili-
sation d’une flamme cryoge´nique LOx/GH2. Un effet stabilisateur du gradient de densite´ a e´te´ ici aussi
identifie´. Les auteurs observent une accroche de la flamme au niveau de la le`vre, phe´nome`ne observe´ plus
tard dans plusieurs e´tudes [74, 73, 153]. Ces e´tudes ont permis d’identifier les me´canismes donnant lieu
a` la forte zone re´active observe´e a` proximite´ des le`vres d’injection de l’oxyge`ne par Mayer et Tamura
[101] (voir figure 1.7). La figure 1.12 sche´matise ces me´canismes. La faible diffusion de masse existant
dans la zone dense d’oxyge`ne, cre´e un me´lange riche en combustible dans la couche de cisaillement.
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FIGURE 1.12: Sche´ma du me´canisme d’accroche de flamme (extrait de [111]).
Une forte zone de recirculation constitue´e des produits chauds de la combustion de ce me´lange riche, est
ge´ne´re´e a` proximite´ des le`vres d’injection de l’oxyge`ne et donne lieu a` un me´lange efficace. Les vitesses
e´tant relativement faibles dans cette re´gion, une combustion stationnaire et intense est possible permet-
tant un bon ancrage de la flamme.
Zong et Yang [180] ont quant a` eux e´tudie´ la combustion LOx/CH4 en re´gion proche injecteurs sur
une configuration base´e sur l’expe´rience de Singla et al. [153]. Ici aussi la flamme s’accroche aux
le`vres de l’injecteur mais le point d’attache se situe dans ce cas ci entre deux zones de recirculation
contra-rotatives. Il ressort de cette e´tude plusieurs caracte´ristiques inte´ressantes et certains comporte-
ment observe´s expe´rimentalement sont retrouve´s, malgre´ l’utilisation d’un sche´ma cine´tique tre`s sim-
plifie´. L’e´coulement issu de l’injecteur peut eˆtre caracte´rise´ par l’e´volution de trois couches de me´lange
issues des bords des deux tubes concentriques de l’injecteur. La forte densite´ du jet d’oxyge`ne central et
donc sa forte inertie, ainsi que la plus faible densite´ du jet de me´thane l’entourant, donne naissance a` une
flamme de diffusion attache´e aux le`vres de l’injecteur d’oxyge`ne et se propageant le long de la limite
du jet central d’oxyge`ne en accord avec l’expe´rience. Il a e´galement e´te´ constate´ qu’une augmentation
du flux de quantite´ de mouvement du jet de me´thane augmente l’efficacite´ du me´lange entre les deux
re´actants et diminue ainsi la longueur des coeurs des jets de me´thane et oxyge`ne.
Ces e´tudes montrent une combustion base´e principalement sur un re´gime de flamme de diffusion, mais
Ruiz et al. [139, 140] ont montre´ l’existence de zone de combustion partiellement pre´-me´lange´e ainsi
que l’apparition locale et intermittente d’une zone de combustion de type pre´-me´lange´e. Ces zones de
combustion pre´-me´lange´e sont issues de la se´paration et convection de poches de me´lange riches issues
des zones de combustion partiellement pre´-me´lange´e.
Seules quelques e´tudes nume´riques ont utilise´ la mode´lisation LES comme outil pour e´tudier la
combustion au sein de configurations repre´sentatives de moteurs-fuse´es. La complexite´ des e´coulements
supercritiques a conduit plusieurs e´tudes a` s’effectuer en 2D. Masquelet et al. [94] ont ainsi effectue´ une
simulation 2D-axisyme´trique d’une chambre de combustion multi-injecteurs et se sont inte´resse´ a` l’e´tude
du de´gagement de chaleur produit par la combustion au niveau des parois. Schmitt et al. [145] et Mat-
suyama et al. [97] ont effectue´ des simulations 3D de flammes coaxiales LOx/GH2. Malgre´ l’utilisation
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d’une chimie re´duite les tendances expe´rimentales sont retrouve´es au sein de ces simulations. Schmitt et
al. [144] ont e´galement re´alise´s une LES 3D de la combustion d’un jet coaxial de LOx/CH4 base´e sur
l’expe´rience de Singla et al. [152] et retrouve ici aussi de fac¸on satisfaisante les tendances expe´rimentales
telles que la longueur et l’ouverture de flamme.
Re´cemment, Huo et al. [68] ont simule´ l’injection et la combustion d’un e´coulement co-axial et “swirle´”
de LOx et de ke´rose`ne. Les re´sultats montrent une flamme stabilise´e juste derrie`re la le`vre d’oxyge`ne. Il
a e´galement e´te´ observe´ une remonte´e de gaz bruˆle´s au sein de l’injecteur d’oxyge`ne.
En paralle`le, plusieurs simulations RANS de jet coaxiaux re´actifs ont e´galement e´te´ re´alise´es. Poschner
et al. [133], Cutrone et al. [31] et Kim et al. [79] ont ainsi pu explore´ une large fourchette de possibi-
lite´ de mode´lisation de la combustion en raison du faible couˆt nume´rique des simulations RANS. Ces
e´tudes ont permis de montrer que les mode`les de combustion base´s sur l’hypothe`se de flammelettes
e´taient utilisables pour effectuer des calculs re´actifs haute pression. Ces mode`les, base´s sur des librairies
de flamelettes de diffusion, ont e´te´ largement utilise´s (i.e. Zong et al. [182, 179], Kim et al. [77, 79],
Ruiz et al. [139, 140], Masi et al. [93], Schmitt et al. [144], Lacaze et al. [81], Huo et al. [68]). Le
de´veloppement de ces mode`les est base´ sur plusieurs e´tudes mono-dimensionnelles de flammes haute
pression [120, 138, 131].
1.3 Organisation du manuscrit
L’organisation de ce manuscrit se pre´sente de la manie`re suivante :
Chapitre 1 Introduction.
Chapitre 2 Ce chapitre est l’occasion de de´finir l’e´tat thermodynamique supercritique d’un point de
vue phe´nome´nologie et mode´lisation, aussi bien pour une espe`ce pure que pour un me´lange d’espe`ces.
L’e´cart de comportement au gaz parfait est ainsi mis en exergue. Dans le cadre de la simulation nume´rique,
nous introduirons les e´quations d’e´tats capables de de´crire le comportement de cet e´tat de la matie`re,
ainsi que la description des proprie´te´s thermodynamiques et de transport. Ce chapitre a fait l’objet d’une
publication dans le volume #4 des EUCASS Book Series [137].
Chapitre 3 Les e´quations re´gissant le mouvement d’un fluide en e´tat supercritique seront rappele´es.
Les mode`les de sous-maille ne´cessaires pour la description de la turbulence aux petites e´chelles seront
introduits.
Chapitre 4 Utiliser une thermodynamique de type gaz re´el oblige a` modifier la de´rivation usuelle du
traitement des conditions aux limites. En effet, cette de´rivation fait appel a` des de´rive´es partielles de
la pression en fonction des autres grandeurs que sont la densite´ ou la tempe´rature. Ces de´rive´es sont
imme´diates dans le cas d’une approche de type gaz parfait, mais peuvent devenir complexes dans le cas
d’une thermodynamique de type gaz re´el. Le formalisme propose´ ici [125] permet de prendre en compte
ou non les termes transverses lie´s a` la multi-dimensionnalite´ de l’e´coulement. Il est ge´ne´ral et s’applique
a` n’importe quelle e´quation d’e´tat.
Chapitre 5 Une premie`re validation est propose´e dans ce chapitre : elle correspond a` la simulation
aux grandes e´chelles du jet de Mayer [102] qui repre´sente un passage obligatoire pour toute e´tude lie´e
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a` l’injection a` hautes pressions. Cette simulation permet de valider l’ensemble des de´veloppements et
inte´grations dans notre code de calcul (SiTCom-B) : inte´gration de la thermodynamique gaz re´el et cou-
plage avec les conditions limites de type NSCBC multi-espe`ces e´tendue aux gaz re´els. Elle permet aussi
de tester les mode`les de turbulence par comparaison avec les quelques donne´es expe´rimentales dispo-
nibles. Ces meˆmes mode`les sont aussi utilise´s pour l’e´tude du me´lange LOx-CH4 dans une configuration
Mascotte [53, 54, 52]. Ce chapitre a fait objet d’une publication dans Journal of Supercritical Fluids
[125].
Chapitre 6 L’objectif final de cette the`se est d’e´tudier l’interaction chimie-turbulence dans le cas d’un
injecteur co-axial LOx-CH4. Ce chapitre pre´sente une bibliographie exhaustive des sche´mas cine´tiques
qui pourraient eˆtre utilise´s pour une telle application. L’utilisation d’une description multi-espe`ces de-
mandant beaucoup de ressources informatiques, le besoin de mode`le est ici ne´cessaire. Notre choix s’est
porte´ sur la chimie tabule´e, plus exactement sur le mode`le PCM-FPI [50][171] (Presumed Conditional
Moments - Flame Prolongation of ILDM). La pre´sentation de ce mode`le est effectue´e et les e´quations de
transport lie´es a` l’utilisation de celui-ci sont pre´sente´es.
Chapitre 7 Le couplage entre la thermodynamique et le formalisme de la chimie tabule´e n’est pas
trivial au sein d’un code compressible. En effet, les variations acoustiques doivent eˆtre prises en compte
pour effectuer le calcul de la tempe´rature. Diffe´rentes me´thodes de calcul de la tempe´rature prenant en
compte les variations de pressions sont pre´sente´es, et la me´thode de´veloppe´e par Vicquelin et al. [172]
est e´tendue au formalisme des gaz re´els. Le formalisme de cette me´thode est ensuite ge´ne´ralise´e afin
de pouvoir s’appliquer a` toute e´quation d’e´tat. Deux formulation de la tabulation de l’e´quation d’e´tat
de type gaz re´el sont propose´es. Le couplage avec les conditions aux limites caracte´ristiques est ensuite
effectue´. Le formalisme est ge´ne´ral et s’applique a` n’importe quelle e´quation d’e´tat avec prise en compte
des termes transverses.
Chapitre 8 Des tests et validations de ce nouveau couplage ge´ne´ralise´ sont effectue´s. Les premiers tests
sont d’abord effectue´s sur des configurations acade´miques et l’impact de l’utilisation des deux formes
tabule´es de l’e´quation d’e´tat GR est identifie´. La prise en compte compte ou non des termes transverses
est elle aussi e´tudie´e. Les tests propose´s sont (1) une sortie de vortex 2D a` diffe´rents nombre de Mach ;
(2) la sortie d’une poche de fraction de me´lange 2D non re´active ; et (3) la sortie re´active d’une poche de
gaz frais au sein d’un e´coulement de gaz bruˆle´s. La simulation d’une des configurations du jet de Mayer
e´tudie´ au chapitre 5 est ensuite re´alise´e avec les formalismes tabule´s, et les re´sultats sont compare´s a`
ceux obtenus avec le formalisme multi-espe`ces pre´sente´ au chapitre 3.
Chapitre 9 Ce chapitre concerne l’e´tude de l’interaction chimie-turbulence au sein d’un injecteur cryo-
technique LOx/CH4 a` haute pression. Un cas du banc d’essais MASCOTTE , pre´sentant une pression
supe´rieure a` la pression supercritique de l’oxyge`ne et du me´thane, a e´te´ identifie´e comme cas test. Dans
un premier temps, des simulations non-re´actives sont re´alise´es en utilisant le formalisme multi-espe`ces
et le formalisme tabule´. La comparaison des re´sultats obtenus a` l’aide de ces deux formalismes est ef-
fectue´e. Des flammelettes de pre´me´lange O2/CH4 ont e´te´ simule´es a` l’aide de deux cine´tiques chimiques
identifie´es lors de l’e´tude bibliographique : le sche´ma de Lindstedt [87] et le RAMEC [123]. La simula-
tion re´active de ce cas est ensuite effectue´e et analyse´e.
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Chapitre 10 Conclusions et perspectives.
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Chapitre 2
Le re´gime supercritique
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Ce chapitre est consacre´ a` la pre´sentation de la thermodynamique supercritique. De´finition et e´carts
de comportement vis-a`-vis des gaz parfaits (GP) sont ainsi introduits d’un point de vue physique et
de mode´lisation. Les principales modifications des proprie´te´s thermodynamiques et de transport d’une
substance pure a` l’approche du point critique sont pre´sente´es ainsi que la proble´matique d’un fluide
compose´ d’un me´lange de plusieurs espe`ces. Les proprie´te´s thermodynamiques et de transport (densite´,
chaleur spe´cifique, viscosite´, conductivite´) pre´sentent de fortes variations aux alentours du point critique
et les diffe´rents mode`les utilise´s habituellement a` basses pressions pour e´valuer ces proprie´te´s ne per-
mettent pas de capter ces diffe´rences de comportement. De tels mode`les ne doivent donc pas eˆtre utilise´s
lors d’e´tudes portant sur des e´coulements de fluides supercritiques, sous peine d’obtenir des re´sultats
comple`tement errone´s. Il y a deux principaux points a` reconside´rer : l’e´quation d’e´tat (“Equation Of
State” : EOS) utilise´e, et la manie`re dont sont estime´es les proprie´te´s thermodynamiques et de transport.
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2.1 Caracte´risation de l’e´tat supercritique
2.1.1 De´finition
Par de´finition, l’e´tat supercritique d’une substance pure est atteint lorsque la pression et la tempe´rature
de cette substance sont supe´rieures a` leur valeur critique [136]. La pression critique est la pression au-
dessus de laquelle il ne peut y avoir un changement de phase de type liquide-gaz ou gaz-liquide quelque
soit l’e´volution de la tempe´rature. De meˆme, la tempe´rature critique est la tempe´rature au-dessus de
laquelle il ne peut y avoir ce meˆme type de changement de phase quelque soit l’e´volution de la pres-
sion. Lorsque la pression est supe´rieure a` la pression critique d’un fluide, mais que sa tempe´rature est
infe´rieure a` sa tempe´rature critique, on parle de “fluide compresse´”. Les fluides compresse´s et supercri-
tiques pre´sentent de forts e´carts de comportement face a` celui d’un gaz parfait (GP) et posse`dent des
proprie´te´s thermodynamiques et de transports interme´diaires entre celles d’un liquide et d’un gaz.
La figure 2.1(a) nous donne la repre´sentation sche´matique d’un diagramme des phases d’une substance
pure ou` chaque ligne repre´sente la coexistence de deux phases (liquide-gaz, liquide-solide, gaz-solide).
Notons que l’axe de la pression est logarithmique et que la phase solide a` haute tempe´rature intervient
a` tre`s haute pression (ex : pour de l’eau a` tempe´rature critique (≈ 647K), le changement de phase de
type fluide-solide s’effectue sous une pression d’environ 1.1010 Pa, soit a` peu pre`s 100 000 bar 1). Si
nous nous de´plac¸ons le long de la courbe de coexistence gaz-liquide, la pression et la tempe´rature aug-
mentent. Le liquide devient moins dense a` cause de l’expansion thermique et le gaz devient plus dense de
par l’augmentation de pression. Il arrive un point ou` les densite´s des deux phases deviennent identiques.
Pour ces conditions, les forces de tensions de surface s’annulent et la distinction entre liquide et gaz
disparaıˆt : c’est le point critique. La figure 2.2 illustre ce phe´nome`ne : on y voit l’e´volution de l’interface
(a) Diagramme de phase d’un corps pur.
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FIGURE 2.1: Caracte´ristiques des fluides supercritiques.
entre deux phases d’un meˆme fluide (CO2 liquide et gaz), porte´ a` sa pression critique, qui disparaıˆt petit
a` petit sous l’effet d’une augmentation de tempe´rature la faisant passer d’une valeur sous-critique a` une
valeur supercritique. Puisqu’il ne peut y avoir d’interface nette entre deux zones d’un fluide supercri-
tique, il n’existe pas de saut des proprie´te´s thermodynamiques et des proprie´te´s de transport au sein de
1. Voir le tableau de diagramme de phase de la glace sur : http ://en.wikipedia.org/wiki/Ice
Texte
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FIGURE 2.2: E´volution de l’interface entre deux phases d’un fluide lorsque la pression et la tempe´rature
augmentent (images 1 et 2) et de´passent les valeurs critiques (images 3 et image 4). (Cre´dit : Universite´
de Leeds, Leeds Cleaner Synthesis Group)
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celui-ci, mais seulement des zones de forts gradients.
A titre d’exemple [136], les pressions et tempe´ratures critiques de substances pures classiquement uti-
lise´es dans la propulsion spatiale sont re´sume´es dans le tableau 2.1. Il est aussi inte´ressant de noter
Substance pc (MPa) Tc (K) Zc ω
CH4 4.6 190.6 0.286 0.011
O2 5.04 154.6 0.288 0.025
H2 1.3 33.2 0.303 -0.216
N2 3.4 126.3 0.29 0.039
TABLE 2.1: Coordonne´es de points critiques, compressibilite´ (Zc) et facteur acentrique (ω) [136].
que plus les hydrocarbures CnH2n+2 sont lourds (n ր) plus leur pression critique de´croit et plus leur
tempe´rature critique augmente (Fig 2.1(b)).
2.1.2 Ecart au comportement d’un gaz parfait
Le gaz parfait est le mode`le de fluide le plus simple qui puisse eˆtre envisage´ [136]. Il posse`de deux
de´finitions comple´mentaires suivant que l’on conside`re une description macroscopique ou microsco-
pique. C’est e´galement un mode`le de re´fe´rence dont les proprie´te´s sont facilement calculables.
• Au niveau macroscopique, un gaz parfait est un fluide pour lequel la tempe´rature (T ), la pression
(P ), et le volume molaire (v), sont relie´s par la relation suivante :
Pv = RT, (2.1)
ou` R est la constante des gaz parfaits ( = 8.314 J.K−1.mol−1). Cette e´quation regroupe en fait les
lois historiques e´nonce´es par Boyle et Mariotte (invariance du produit de la pression et du volume
a` tempe´rature constante), Gay-Lussac (proportionnalite´ entre pression et tempe´rature a` volume
constant) et Charles (proportionnalite´ entre volume et tempe´rature a` pression constante).
• Au niveau microscopique, un gaz parfait est un fluide dont les particules constitutives sont assimi-
lables a` des points mate´riels sans interaction. Dans un tel fluide, il est suppose´ que les mole´cules
n’ont pas de volume propre et posse`dent seulement une e´nergie cine´tique du fait de leur vitesse de
de´placement. Ce mode`le postule e´galement qu’aucune force cohe´sive de nature physico-chimique
(par exemple les forces de Van der Waals) n’existe entre les mole´cules du gaz. Le mode`le du gaz
parfait s’applique donc essentiellement aux gaz sous faible pression, condition sous laquelle les
interactions entre mole´cules sont suffisamment faibles pour eˆtre ne´glige´es.
La diffe´rence de comportement des fluides supercritiques, ou encore dit de gaz re´els, face a` celui des gaz
parfaits est principalement due au fait que le re´gime supercritique est “localise´” a` haute pression. Dans
ces conditions, le libre parcours moyen des mole´cules du fluide est grandement re´duit et les interactions
inter-mole´culaires ne peuvent plus eˆtre ne´glige´es. Ceci explique le fait que nous ne conside´rons pas les
e´tats ou` seule la tempe´rature a une valeur supercritique comme des e´tats supercritiques.
L’e´cart au comportement d’un gaz parfait est habituellement quantifie´ par le facteur de compressibilite´,
Z , de´fini de la manie`re suivante :
Z =
Pv
RT
. (2.2)
Il est e´vident que pour un gaz parfait, ce facteur de compressibilite´ est toujours e´gal a` 1. La figure
2.3 pre´sente l’e´volution du facteur de compressibilite´ d’une substance pure, en fonction de la “pression
Le re´gime supercritique 34
FIGURE 2.3: Facteur de compressibilite´ d’une substance pure en fonction de la pression re´duite et de la
tempe´rature re´duite [63].
re´duite” (Pr) et de la “tempe´rature re´duite” (Tr). Une variable est dite re´duite quand elle est adimen-
sionne´e par sa valeur au point critique. Par exemple, pour la tempe´rature et la pression on a respec-
tivement : Pr = P/Pc et Tr = T/Tc. On peut voir sur ce graphe, que le facteur de compressibilite´
pre´sente de fortes variations a` l’approche du point critique (Pr = 1 et Tr = 1) ce qui signifie que son
comportement y est fortement diffe´rent de celui d’un gaz parfait. En revanche, on constate qu’a` faible
pression et/ou a` haute tempe´rature, la valeur de ce facteur est proche de 1. Ceci est normal, puisque
dans ces conditions, les hypothe`ses et approximations du mode`le de gaz parfait redeviennent valides : a`
basse pression, le fluide est peu dense (c.-a`.-d. que les mole´cules sont diffuses) et les mole´cules n’inter-
agissent que peu entre elles ; a` hautes tempe´ratures, les mole´cules se de´placent tre`s vite et les interactions
inter-mole´culaires deviennent ne´gligeables face aux interactions de type collisionnelles.
2.1.3 Modifications des proprie´te´s d’une substance pure pre`s du point critique
A l’approche du point critique, les proprie´te´s thermodynamiques et de transport d’une substance pure
subissent des modifications importantes. Ceci est illustre´ sur les figures 2.4 pour l’oxyge`ne et 2.5 pour
l’hydroge`ne.
• La densite´. Sur la figure 2.4, une variation brutale de la densite´ est observable lorsque que l’on
se place sur une isobare proche de la valeur critique de l’oxyge`ne, 5.04 MPa. Cette importante
modification intervient lorsque la tempe´rature passe d’une valeur sous-critique a` une valeur super-
critique. En-dessous des valeurs critiques de la tempe´rature et de la pression, il y a changement de
phase et coexistence des deux phases. Pour des valeurs de pressions supercritiques, il n’y a plus
de phases distinctes et la variation de densite´ au passage de la tempe´rature critique est d’autant
moins importante que la pression re´duite est grande. Ce changement de densite´ intervient, pour
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FIGURE 2.4: Densite´, capacite´ calorifique, viscosite´ et conductivite´ thermique (de l’oxyge`ne pur) pour
des tempe´ratures entre 40 K et 1000 K et des pressions de 1, 10 ,50, 100, 200, 400 atm [112].
FIGURE 2.5: Diffusion d’espe`ce de l’oxyge`ne pur (a) et de l’hydroge`ne pur (b) pour des tempe´ratures
entre 40 K et 1000 K et des pressions de 1, 10 ,50, 100, 200, 400 atm [112].
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des pressions supe´rieures a` la pression critique, sur ce que l’on appelle la “pseudo-boiling line”.
Cette ligne est en fait le prolongement de la ligne de changement de phase liquide-gaz au dessus
du point critique (voir sur la figure 2.1(a)). Cette variation de densite´ est tre`s forte, et pourra donc
eˆtre proble´matique d’un point de vue nume´rique, lorsque la pression re´duite sera proche de l’unite´.
• La capacite´ calorifique a` pression constante (Cp). La capacite´ calorifique a` pression constante
pre´sente de forte variation a` l’approche du point critique. The´oriquement, la valeur de celle-ci
tend vers l’infini au point critique. Ici aussi les fortes variations de Cp se font a` la traverse´e de la
pseudo-boiling line. Ce phe´nome`ne est nettement observable sur la figure 2.4, ou` un changement
rapide de comportement intervient autour du point critique.
• Proprie´te´s de transport. Les coefficients de transport tels que la viscosite´ et la conductivite´ ther-
mique subissent e´galement de fortes variations a` l’approche du point critique (figure 2.4). La
viscosite´ d’un gaz augmente avec la tempe´rature, tandis que celle d’un liquide diminue avec la
tempe´rature. Ce phe´nome`ne est e´videmment observe´ en-dessous des conditions critiques. Une
fois les pressions et tempe´ratures critiques de´passe´es, la viscosite´ du fluide suit un comportement
proche d’un gaz, mais au niveau de la re´gion critique le changement est brutal. Soulignons le fait
que lorsque le fluide est en phase liquide (donc pour des tempe´ratures basses), la viscosite´ est bien
plus importante (1 ordre de grandeur plus que dans la zone supercritique ou` les tempe´rature sont
de l’ordre de 103).
La diffusion d’espe`ces (figure 2.5) est grandement lie´e a` l’e´tat de densite´ du syste`me. Le coeffi-
cient de diffusion d’espe`ces en phase liquide est tre`s faible par rapport a` celui en phase gazeuse.
Lors du passage par le point critique, la diffusion augmente brusquement. Il est difficile de calculer
analytiquement les valeurs des coefficients de transport. Certaines the´ories ou loi empiriques ont
e´te´ propose´es (voir section 2.2.5).
2.1.4 Loi des e´tats correspondants et facteur acentrique
L’utilisation d’une EOS adapte´e permet de lier correctement les variables que sont la pression, la
tempe´rature et la densite´. Nous avons de´ja` vu que le mode`le GP ne permet pas de re´aliser cela dans les
conditions supercritiques (c.f. section 2.1.2). En effet, avec un mode`le GP, la compressibilite´ est toujours
e´gale a` 1, ce qui va conduire a` des erreurs importantes lorsque les conditions sont telles que le facteur de
compressibilite´ est fortement diffe´rent de cette valeur. Par exemple, la valeur expe´rimentale de la densite´
de l’azote sous une pression de 60 bar et une tempe´rature de 150 K est d’environ 2 de 226 kg/m3 alors
que l’utilisation du mode`le de gaz parfait nous donne une valeur d’environ 135 kg/m3 ce qui conduit a`
une erreur relative de 40%.
Une e´quation d’e´tat peut eˆtre e´crite sous la forme ge´ne´rique :
Pr ≡ Pr(vr, Tr) (2.3)
La loi des e´tats correspondants stipule que la fonction Pr(vr, Tr) est une fonction universelle pour toutes
les substances. Cette loi, qui n’est bien suˆr que partiellement vraie, est base´e sur le fait que les dia-
grammes P − v − T des substances pures ont tous approximativement la meˆme forme. Ce principe
des e´tats correspondants peut eˆtre e´tendu a` toutes les proprie´te´s thermodynamiques si elles sont re´duites
par les bons parame`tres critiques. La figure 2.6 illustre ce principe. On y voit trace´ le diagramme (P, v)
pour le me´thane et l’azote en coordonne´es re´duites. On peut constater que les courbes de pression de
2. valeur obtenue sur le site du NIST : http ://webbook.nist.gov/chemistry/fluid/
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vapeur saturante et de liquide saturant sont quasiment confondues dans l’espace des variables re´duites.
Ce principe pre´dit aussi que le facteur de compressibilite´ au point critique, Zc, est une constante environ
FIGURE 2.6: Illustration du principe des e´tats correspondants applique´ au me´thane et a` l’azote. Point
blanc : me´thane. Point noir : azote. [136]
e´gale a` 0.29 pour toutes les substances. Le tableau 2.1, qui re´fe´rence la valeur expe´rimentale de Zc pour
quelques substances, montre que c’est quasiment vrai. Ne´anmoins, cette loi ne permet pas d’obtenir des
re´sultats tre`s pre´cis, surtout dans le cas de mole´cules non-sphe´riques. Afin de corriger ce manque de
pre´cision, le concept de facteur acentrique (ω) a e´te´ introduit par Pitzer [126] [127].
En effet, la courbe d’e´quilibre liquide-vapeur, pre´dit par la loi des e´tats correspondants, est sense´e eˆtre
universelle. Par exemple, elle donne une pression de vapeur saturante e´gale a` 0.1 Pr pour une tempe´rature
de 0.7 Tr. Cette courbe est repre´sente´e par la ligne en pointille´s sur la figure 2.7. Ceci est ve´rifie´ dans le
cas des mole´cules a` ge´ome´trie sphe´rique. Par contre, dans le cas de mole´cules non-sphe´riques, la courbe
de pression de vapeur saturante ne suit pas a` la courbe pre´dite par la loi des e´tats correspondants (ligne
continue sur la figure 2.7). Le facteur acentrique,
ω = −logPr(Tr = 0.7)− 1 , (2.4)
permet de quantifier l’e´cart au comportement d’un fluide compose´ de mole´cules sphe´riques. Lorsque les
mole´cules de la substance posse`dent une ge´ome´trie sphe´rique (comme le Xe´non par exemple), le facteur
acentrique est e´gal a` ze´ro.
Afin de tenir compte de ces e´carts, les e´quations d’e´tat de la forme de l’e´quation 2.3 sont modifie´es de
fac¸on a` de´pendre du facteur acentrique. Elles s’e´crivent alors sous la forme ge´ne´rique suivante :
Pr ≡ Pr(vr, Tr,ω) (2.5)
2.1.5 Cas d’un me´lange d’espe`ces
Avec un me´lange d’espe`ces, la relation unique reliant les pression et tempe´rature de vapeur saturante
(Tsat et Psat) n’existe plus. Il y a apparition de nouveaux degre´s de liberte´ : les fractions molaires des
Le re´gime supercritique 38
FIGURE 2.7: Courbes d’e´quilibre liquide-vapeur pour un fluide re´el et un fluide obe´issant a` la loi des
e´tats correspondants (“Model Fluid”) [24]
espe`ces du me´lange. Cela signifie que les pressions et tempe´ratures critiques d’un me´lange de´pendent de
la composition et des fractions molaires de celui-ci. La figure 2.8 repre´sente le diagramme de phase d’un
me´lange binaire. Il n’y a plus dans ce cas un seul point critique, mais une ligne de points critiques cor-
respondant a` des fractions molaires diffe´rentes. Il est important de noter que la tempe´rature critique d’un
me´lange n’est pas simplement la moyenne des tempe´ratures critiques de chaque espe`ce ponde´re´es par
leur fraction molaire. La pression critique, quant a` elle, est souvent plus e´leve´e que celles des substances
pures composant le me´lange.
2.2 Mode´lisation d’un fluide supercritique
Il existe trois principaux types d’e´quation d’e´tat pour mode´liser l’e´tat d’un fluide supercritique :
l’e´quation de Viriel, les e´quations cubiques et les e´quations de Benedict-Web-Rubin (BWR). Ces trois
types d’e´quations convergent toutes vers l’e´quation des gaz parfaits lorsque l’on tend vers les basses
pressions. Dans le cadre de notre e´tude, nous recherchons un type d’e´quation capable de repre´senter les
comportements des phases supercritiques, pouvant eˆtre utilise´e dans le cas d’un me´lange et e´tant relati-
vement simple d’utilisation (pour ne pas avoir un poids nume´rique trop important). A titre d’exemple,
l’e´quation de Viriel est une se´rie polynomiale, explicite en pression, de la forme :
P =
RT
V
+
RTB
V 2
+
RTC
V 3
+ . . . (2.6)
Les coefficients B,C,... sont appele´s les second, troisie`me,... coefficients du Viriel et ne sont fonction
que de la tempe´rature dans le cas d’un fluide mono-espe`ce. Cette e´quation est simple d’utilisation mais
souffre de deux de´fauts majeurs : (1) elle ne peut eˆtre utilise´e que pour la phase gazeuse d’un fluide, et
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FIGURE 2.8: Locus des points critiques dans le cas d’un me´lange binaire [169].
(2) seulement dans le cas d’un faible e´cart au comportement d’un gaz parfait (la condition d’utilisation
est : ρr < 1/2) [136]. Nous ne nous inte´resserons donc pas a` cette forme d’e´quation.
Les e´quations de type Benedict-Webb-Rubin (Eq. (2.7)) sont les plus pre´cises des e´quations d’e´tat. Elles
sont cependant fortement non line´aires et ne´cessitent la connaissance d’un nombre important de coeffi-
cients (A0, B0, C0, a , b, c, α, γ dans l’Eq. (2.7) qui de´pendent eux meˆme d’un nombre plus important
de coefficients). Pour obtenir la densite´ a` partir d’une pression et d’une tempe´rature donne´es, il est
ne´cessaire de passer par un processus ite´ratif. Ces e´quations sont donc tre`s couˆteuses en temps de calcul.
Par contre, elles sont applicables sur de larges intervalles de pression et de tempe´rature.
P = ρRT +
Ç
B0RT −A0 − C0
T 2
å
ρ2 + (bRT − a)ρ3 + aαρ6 + cρ
3
T 2
(1 + γρ2)e−γρ
2
(2.7)
Etant donne´ la complexite´ de ce type d’e´quations et de leur utilisation, elles ne seront pas utilise´es dans
cette e´tude et les e´quations d’e´tats dites cubiques seront pre´fe´re´es (voir section 2.2.2).
2.2.1 Description de la composition d’un me´lange
Dans notre e´tude, nous conside´rons un me´lange d’espe`ces re´actives. La description de la composition du
me´lange est donc ne´cessaire. La densite´ ρ d’un volume de controˆle V contenant une masse m est obtenue
par la relation ρ = m/V . La masse molaire est donne´e par le ratio entre la masse et le nombre de moles
n, i.e. W = m/n. La composition du me´lange est de´termine´e au travers de ses fractions massiques Yk et
molaires Xk pour k = 1 · · ·Nsp, ou` Nsp est le nombre d’espe`ces du me´lange. Les fractions massiques
et molaires sont obtenues suivant les deux relations
Yk =
mk
m
et Xk =
nk
n
, (2.8)
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ou` mk et nk sont la masse et le nombre de moles respectives de l’espe`ce k dans le volume. Chacune des
sommes des fractions molaires et des fractions massiques doit eˆtre e´gale a` 1 afin de conserver la masse :
Nsp∑
k=1
Yk = 1 et
Nsp∑
k=1
Xk = 1. (2.9)
Le passage des fractions molaires aux fractions massiques se fait de la manie`re suivante :
Yk =
Wk
W
Xk, (2.10)
La masse molaire d’un me´lange est e´crite comme
W =
Nsp∑
k=1
XkWk ou
1
W
=
Nsp∑
k=1
Yk
Wk
, (2.11)
avec Wk, la masse molaire de l’espe`ce k. Une autre grandeur importante est la concentration molaire,
elle est calcule´e suivant la relation suivante
[Xk] = ρ
Yk
Wk
= ρ
Xk
W
. (2.12)
2.2.2 Les e´quations cubiques
Le choix du type d’e´quation d’e´tat a` utiliser s’est tourne´ vers les e´quations cubiques : elles sont
“simples” a` utiliser, pre´cises, ne ne´cessitent pas de re´solution de type ite´ratif. Elles sont le meilleur
compromis a` notre disposition entre pre´cision et couˆt nume´rique.
2.2.2.1 Mise en forme
Les e´quations dites “cubiques” sont des relations explicites en pression mais du troisie`me ordre en vo-
lume molaire, masse volumique, ou facteur de compressibilite´. Leurs formes ge´ne´riques sont :
P =
RT
v − b −
aα(ω, T )
v2 + ubv + wb2
, (2.13)
ou
P =
ρRT
W − ρb −
ρ2aα(ω, T )
W 2 + ubWρ+ wb2ρ2
, (2.14)
avec W : masse molaire du fluide conside´re´. Une forme e´quivalente des e´quations (2.13) et (2.14) est :
Z3 − (1 +B − uB)Z2 + (A+ wB2 − uB − uB2)Z −AB − wB2 − wB3 = 0, (2.15)
ou` A = aαP
R2T 2
et B = bPRT . Sur cette dernie`re e´quation, on voit clairement apparaıˆtre que l’e´quation est
du troisie`me ordre en Z .
Les quatre principales e´quations cubiques sont l’e´quation de Van Der Waals (VDW), de Redlich-
Kwong (RK), de Soave-Redlich-Kwong (SRK) [51] et de Peng-Robinson (PR) [122] (voir [136] pour
une pre´sentation plus de´taille´e de ces e´quations d’e´tat). Les coefficients a et b permettent de prendre en
compte les interactions inter-mole´culaires. Le coefficient a mode´lise les forces attractives qui peuvent
exister entre les mole´cules d’un fluide, et le coefficient, b les forces re´pulsives. Ce dernier est aussi
appele´ “co-volume” et peut eˆtre assimile´ au volume qu’occupe une mole´cule du fluide conside´re´. Ces
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deux coefficients de´pendent des conditions critiques et sont de´finis de telle sorte qu’au point critique, les
conditions suivantes soient respecte´es : Ç
∂P
∂v
å
Tc
= 0 , (2.16)Ç
∂2P
∂v2
å
Tc
= 0 . (2.17)
Le coefficients α(T,ω) permet de prendre en compte la non-sphe´ricite´ des mole´cules composant le fluide
e´tudie´. La fac¸on dont ces coefficients sont calcule´s est donne´e dans le tableau 2.3. Les coefficients u et
w, quant a` eux, de´pendent du type d’e´quation cubique choisi.
Re´cemment, Cismondi et Mollerup [23] ont propose´ une nouvelle e´quation d’e´tat cubique hybride entre
l’e´quation SRK et PR. Cette e´quation hybride, nomme´e RK-PR dans la suite, ge´ne´ralise l’utilisation des
deux pre´ce´dentes, et permet de s’adapter automatiquement a` l’espe`ce, ou au me´lange rencontre´. En effet,
il a e´te´ remarque´ que le choix de l’e´quation d’e´tat pour la meilleure e´valuation possible des proprie´te´s
thermodynamiques d’une substance de´pend de la valeur du facteur de compressibilite´ critique Zc de
la substance conside´re´e. Dans le cas de faibles valeurs de Zc, c’est l’e´quation SRK qui pre´vaut, tandis
que pour les plus gros Zc c’est l’e´quation PR [77]. Cette e´quation e´tant relativement re´cente, tre`s peu
d’e´tudes l’ont utilise´e. L’e´quation (2.14) est remplace´e par :
P =
ρRT
W − bρ −
ρ2aα(T,ω)
(W + δ1bρ)(W + δ2bρ)
, (2.18)
avec δ2 =
1−δ1
1+δ1
et δ1 = d1 + d2(d3 − 1.168Zc)d4 + d5(d3 − 1.168Zc)d6 . di, pour i ∈ [1, 6], sont des
constantes donne´es par Cismondi and Mollerup [23] (cf tableau 2.2) ; Zc est le facteur de compressibi-
lite´ critique du fluide. Notons que si δ1 = 1 ou δ1 = 1 +
√
2, on retrouve les e´quations SRK et PR
respectivement. Les coefficient a, b, et α sont de´termine´s de la manie`re suivante :
a =
3y2 + 3yd+ d2 + d− 1
(3y + d− 1)2 ×
Pc
R2T 2c
, (2.19)
b =
1
3y + d− 1 ×
Pc
RTc
, (2.20)
α =
Ç
3
2 + T/Tc
åk
, (2.21)
avec k = (1.168A1Zc + A0) × ω2 + (1.168B1Zc + B0) × ω + (1.168C1Zc + C0). Les coefficients
A0, A1, B0, B1, C0 et C1 sont des constantes donne´es par Cismondi and Mollerup [23] (cf tableau 2.2).
Une de´rivation comple`te des e´quation cubiques est donne´e par Meng et Yang [105] et Kim et al. [77].
Le tableau 2.3 re´capitule les diffe´rents coefficients rencontre´s dans les e´quations cubiques cite´es. Ces
e´quations sont simples a` utiliser et relativement pre´cises. Leurs plages d’utilisation sont cependant plus
limite´es que celles des e´quations de type BWR. V. Yang [176] a mis en avant une erreur relative maxi-
male de 1,5% pour BWR, et de 13% et 17% pour SRK et PR respectivement, par rapport a` des re´sultats
expe´rimentaux. Oefelein [111] recommande l’utilisation de l’e´quation cubique de type PR dans le cas
de simulation avec de forts de´gagements de chaleur, l’e´quation SRK de´rivant a` haute tempe´rature. En
revanche, cette dernie`re semble plus pre´cise a` basse tempe´rature.
Dans le cas d’un me´lange d’espe`ces, des re`gles de me´lange doivent s’appliquer pour permettre
de prendre en compte le nouveau degre´ de liberte´ qu’est la composition du me´lange. Dans le cas des
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δ1 k
d1 0.428363 A1 −2.4407
d2 18.496215 A0 0.0017
d3 0.338426 B1 7.4513
d4 0.66 B0 1.9681
d5 789.723105 C1 12.5040
d6 2.512392 C0 −2.7238
TABLE 2.2: Table des constantes permettant le calcul de δ1 et k dans le cas de l’utilisation de l’e´quation
RKPR
e´quations cubiques, ces re`gles s’appliquent aux coefficients “aα” et “b” (et δ1 et δ2 dans le cas de l’uti-
lisation de l’e´quation cubique hybride RKPR) qui sont les seuls parame`tres qui tiennent compte de la
nature du constituant.
Ces re`gles de me´lange sont principalement empiriques. Il en existe donc plusieurs. Dans notre cas, nous
avons deux principaux jeux de re`gles a` notre disposition. les premie`res re`gles sont celles propose´es par
Van Der Walls et conseille´es par Reid et al. [136] :
bm =
∑
i
Xibi , (2.22)
aαm =
∑
i
∑
j
XiXj
√
aiajαiαj(1− κij) , (2.23)
δ1,m =
∑
i
Xiδ1,i et δ2,m =
∑
i
Xiδ2,i. (2.24)
Les deuxie`mes re`gles sont celles propose´es par Hirschfelder et al. [63] :
bm =
∑
i
∑
j
XiXj
[1
2
(b
1
3
i + b
1
3
j )
]3
, (2.25)
aαm =
∑
i
∑
j
XiXj
√
aiajαiαj(1− κij) , (2.26)
δ1,m =
∑
i
∑
j
XiXj
[1
2
(δ
1
3
1,i + δ
1
3
1,j)
]3
, (2.27)
δ2,m =
∑
i
∑
j
XiXj
[1
2
(δ
1
3
2,i + δ
1
3
2,j)
]3
. (2.28)
aαi, bi, δ1,i et δ2,i sont les parame`tres de l’e´quation d’e´tat conside´re´e pour la substance “i”. am, bm, δ1,m
et δ2,m sont les parame`tres du me´lange. Xi est la fraction molaire du constituant “i”. κij est le coefficients
d’interaction binaire ; il s’agit d’une correction permettant de tenir compte des interactions entre espe`ces.
Dans la majorite´ des cas, sa valeur n’est pas connue et est donc fixe´e a` ze´ro.
Dans la suite, nous utiliserons les re`gles de me´lange de Van Der Waals, plus simples, propose´es par Reid
et al. [136].
L’e´quation ge´ne´rique (2.14) a e´te´ imple´mente´e dans le code de calcul utilise´ pour effectuer notre
e´tude. De cette manie`re, l’utilisateur peut choisir de travailler ses diffe´rentes de´clinaisons (VDW, SRK,
ou PR). L’e´quation hybride RK-PR (2.18) a elle aussi e´te´ imple´mente´e.
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Coefficient SRK PR RK-PR
u 1 2 δ1 + δ2
w 0 −1 δ1δ2
δ1 1 1 +
√
2 d1 + d2(d3 − 1.168Zc)d4
+d5(d3 − 1.168Zc)d6
δ2 0 1−
√
2 1−δ11+δ1
a× Pc
R2T 2c
0.42747 0.45724 3y
2+3yd+d2+d−1
(3y+d−1)2
b× Pc
RTc
0.08664 0.07780 13y+d−1
α [1 + f1,ω(1−
√
T
Tc
)]2 [1 + f2,ω(1−
√
T
Tc
)]2
(
3
2+T/Tc
)k
dα
dT −
fi,ω√
TTc
[
1 + fi,ω
(
1−
√
T
Tc
)]
− 3kk
Tc(2+T/Tc)
k+2
d2α
dT 2
f2
i,ω
2TTc
+
fi,ω
2
√
T 3Tc
[
1 + fi,ω
(
1−
√
T
Tc
)]
3kk(k+1)
T 2c (2+T/Tc)
k+2
TABLE 2.3: Coefficients des e´quations cubiques conside´re´es. Avec : f1,ω = 0.48 + 1.574ω − 0.176ω2,
f2,ω = 0.37464 + 1.54226ω− 0.26992ω2 et k = (1.168A1Zc +A0)× ω2 + (1.168B1Zc +B0)× ω+
(1.168C1Zc + C0).
2.2.2.2 Re´solution des e´quations cubiques
Obtenir la densite´ (ou le volume molaire, ou le facteur de compressibilite´) a` partir d’un couple
de pression et de tempe´rature revient a` re´soudre l’Eq. (2.15). Pour certains couples de pression et de
tempe´rature, cette e´quation pourra pre´senter plusieurs racines. Afin d’illustrer cela, les figures 2.9 et 2.10
et 2.12 montrent de la pression en fonction du volume molaire sur le plan (P, v) a` tempe´rature fixe´e dans
le cas de SRK et PR pour de l’azote. Il est clair que pour certains couples (P, T ), il existe plusieurs ra-
FIGURE 2.9: P = f(v) a` T=600K pour du N2 avec l’e´quation SRK (point de vue mathe´matique).
cines. Dans les cas pre´sente´s ci-dessus, le tri des racines est facile : d’un point de vue physique, le volume
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FIGURE 2.10: P = f(v) a` T=77,5K pour du N2 avec l’e´quation PR (point de vue mathe´matique).
molaire doit avoir une valeur positive. Toute les valeurs ne´gatives sont donc e´limine´es. De plus, avec les
e´quations cubiques, obtenir un volume molaire infe´rieur au co-volume (coefficient b dans l’e´quation cu-
bique) n’a pas de sens. Ce n’est donc plus toutes les valeurs infe´rieures a` ze´ro que l’on e´limine, mais
toutes les valeurs infe´rieures a` la valeur du co-volume.
Un autre cas ou` l’on peut trouver des racines multiples est illustre´ sur les figures 2.11 et 2.12. Il s’agit
du cas ou` les conditions de pression et de tempe´rature permettent la coexistence des phases liquide et
gazeuse du fluide. Le point “C” sur la figure 2.11 correspond au point critique. Sur ces 2 figures, on peut
voir que si la tempe´rature est supe´rieure ou e´gale a` la tempe´rature critique, il n’y a qu’une seule racine
possible quelque soit le couple (P, T ) conside´re´. Ceci est normal, car dans ces conditions, la coexistence
de deux phases n’est pas possible. Lorsque la tempe´rature est infe´rieure a` la tempe´rature critique, les
isothermes expe´rimentales pre´sentent un palier (segment [AB] sur la figure 2.11) dont la position de´pend
de la tempe´rature. Ce palier correspond au palier de pression auquel s’effectue le changement de phase
(liquide-gaz ou gaz-liquide) a` la tempe´rature conside´re´e. On l’appellera par la suite le palier Psat. Sur la
figure 2.12, on peut voir que les isothermes donne´es par les e´quations cubiques dans le cas ou` T < Tc
ne pre´sentent pas de palier dans la zone de transition de phase, mais des “oscillations”. Ceci est duˆ au
fait que les fonctions cubiques ne permettent pas de de´crire correctement le comportement du fluide
dans cette zone de transition de phase. On voit facilement qu’avec ces e´quations cubiques, lorsque l’on
a T < Tc et une pression comprise entre les extrema des oscillations (PH et PF sur la figure 2.12), la
re´solution de l’e´quation cubique donnera trois racines possibles. Un choix parmi ces racines sera alors
effectue´ en estimant la position du palier de saturation a` partir de l’e´quation cubique conside´re´e et de la
tempe´rature. Il existe deux principales me´thodes pour estimer ces paliers de saturation : la me´thode de
Lee-Kesler et la me´thode du palier de Maxwell. Ces deux me´thodes vont eˆtre pre´sente´es quelques lignes
plus bas. Une fois ce palier estime´, le choix s’effectue de fac¸on tre`s simple : si P > Psat, le fluide est
conside´re´ a` l’e´tat liquide, et la racine a` choisir sera celle qui correspond a` l’e´tat liquide (la racine la plus
petite lorsque l’on re´sout l’e´quation cubique en Z ou v). Sinon, on conside´rera que l’on se trouve en
phase gazeuse, et ce sera la racine la plus grande qui sera se´lectionne´e. Dans tous les cas, on ne choisira
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FIGURE 2.11: Re´sultats expe´rimentaux : Isotherme dans le plan (P, v) pour trois tempe´ratures diffe´rentes
FIGURE 2.12: Equations cubiques : Isotherme dans le plan (P, v) pour trois tempe´ratures diffe´rentes
Le re´gime supercritique 46
pas la racine interme´diaire car elle correspondrait a` un e´tat ou` il y a coexistence de deux phases.
Me´thode de Lee-Kesler
La me´thode de Lee-Kesler permet d’estimer le palier de saturation a` partir de la tempe´rature, lorsque
les tempe´ratures et pressions critiques ainsi que le facteur acentrique sont connus. Les formules utilise´es
sont les suivantes :
ln Psat,r = f
(0) + ωf (1), (2.29)
avec :
f (0) = 5.92714− 6.09648
Tr
− 1.28862ln Tr + 0.169347T 6r , (2.30)
et
f (1) = 15.2518− 15.6875
Tr
− 13.4721ln Tr + 0.43577T 6r . (2.31)
Me´thode du palier de Maxwell
FIGURE 2.13: Illustration de la me´thode du palier de Maxwell
Le palier isobare Psat correspond au palier ou` l’on observe un changement de phase. Cette me´thode
est base´e sur deux hypothe`ses : (1) le changement de phase s’effectue a` pression et tempe´rature constante
(dT = 0 et dP = 0) et (2) les deux phases coexistent a` l’e´quilibre thermodynamique. Dans ce cas-ci, la
variation de l’enthalpie libre de Gibbs (G) au cours de cette transformation est nulle. Rappelons que :
dG = V dP − S dT, (2.32)
ou` S est l’entropie. Sur la figure 2.13 :
G(A) = G(B). (2.33)
Calculons maintenant la variation de cette enthalpie libre de Gibbs le long de l’isotherme donne´e par
l’e´quation cubique (chemin AHFB sur la figure 2.13). Partant de l’Eq. (2.32) et e´tant sur une isotherme
(dT = 0), on obtient :∫
AB
dG =
∫
AB
V dP ⇐⇒
[
G
]B
A
=
[
V P
]B
A
−
∫ B
A
PdV . (2.34)
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D’apre`s l’Eq. (2.33), l’e´quation ci-dessus est e´quivalente a` :
[
V P
]B
A
=
∫ B
A
PdV ⇐⇒ Psat
Ä
VA − VB
ä
=
∫ B
A
PdV . (2.35)
Sur la figure 2.13, cette dernie`re e´quation est e´quivalente a` placer le palier de saturation correspondant a`
la tempe´rature conside´re´e de manie`re a` ce que les aires “1” et “2” soient e´gales. La me´thode est ite´rative
et peut peser du point de vue nume´rique.
Comparaison entre les deux me´thodes
Une comparaison de ces deux me´thodes a e´te´ effectue´e : les valeurs expe´rimentales 3 de la pression de
saturation du N2 pour trois tempe´ratures on e´te´ compare´es aux valeurs estime´es par ces deux me´thodes
cite´es ci-dessus. Voici un tableau re´capitulatif des re´sultats obtenus :
Tempe´rature (K) Pexp (Pa) PLee−Kesler (Pa) ǫr (%) PMaxwell (Pa) ǫr (%)
100 ≈ 800 000 ≈ 940 000 ǫr ≈ 17.5% ≈ 790 105 ǫr ≈ 1.2%
94 ≈ 500 000 ≈ 644 595 ǫr ≈ 28.9% ≈ 497 628 ǫr ≈ 0.5%
77.5 ≈ 100 000 ≈ 172 470 ǫr ≈ 72.4% ≈ 89 901 ǫr ≈ 10.1%
TABLE 2.4: Comparaison entre les valeurs expe´rimentales du palier de saturation du N2 et les valeurs
estime´es par les me´thodes de Lee-Kesler et du palier de Maxwell pour trois tempe´ratures diffe´rentes
On constate que la me´thode du palier de Maxwell est bien plus pre´cise que celle de Lee-Kesler. Cette
dernie`re a donc e´te´ abandonne´e et c’est la me´thode du palier de Maxwell qui a e´te´ choisie pour la suite
du travail.
Discussion
Dans notre cas, nous ne cherchons pas a` de´terminer pre´cise´ment la valeur de la pression de saturation
mais plutoˆt a` savoir si la pression a` laquelle on travaille est supe´rieure ou infe´rieure a` cette pression de
saturation afin de pouvoir effectuer un choix parmi les diffe´rentes racines. Cette position par rapport a` ce
palier est simplement de´termine´e en e´tudiant le signe de la variable I de´finie de la manie`re suivante :
I = P
Ä
Vmax − Vmin
ä
=
∫ V max
Vmin
PdV . (2.36)
D’apre`s l’e´quation (2.35) et la figure 2.13 :
- Si I < 0 =⇒ P > Psat donc l’on se trouve du coˆte´ liquide (c’est la plus petite des racines qui sera
a` choisir...)
- Si I > 0 =⇒ P < Psat donc l’on se trouve du coˆte´ gaz (c’est la plus grande des racines qui sera a`
choisir...)
- Si I = 0 =⇒ P = Psat donc la pression est e´gale a` la pression de saturation. Dans ce cas, il a e´te´
choisi de se´lectionner la plus grande des racines. Ce choix est tout a` fait arbitraire et n’a pour but
que de se´lectionner une racine.
3. http// :encyclopedia.airliquide.com
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Le choix de la racine permet de se situer dans telle ou telle phase mais en aucun cas de simuler une
transition de phase. Il est e´vident que la physique du changement de phase n’est pas du tout prise en
compte dans ce qui a e´te´ vu ci-dessus.
2.2.2.3 Validations
La figure 2.14(a) compare les valeurs de la densite´ obtenue par les diffe´rentes e´quations cubiques et
celle donne´e par le NIST, en fonction de la tempe´rature pour du N2 soumis a` une pression de 80 bar.
On constate qu’a` haute tempe´rature, le mode`le du gaz parfait est valable et que les e´quations cubiques
convergent vers ce comportement. La diffe´rence est nette pour les basses tempe´ratures : le mode`le de
gaz parfait n’est plus valide et pre´sente une forte erreur. Les deux e´quations les plus pre´cises sont les
e´quations de SRK et PR. Comme ce qui a e´te´ constate´ par Oefelein [111], l’e´quation de SRK semble eˆtre
la plus pre´cise a` basse tempe´rature.
La figure 2.14(b) compare les valeurs de densite´ calcule´es a` partir de l’e´quation de SRK pour l’O2
et le CH4 a` 80 bar avec les valeurs fournies par le NIST. Les re´sultats obtenus avec cette e´quation
concordent de fac¸on tre`s correcte avec les donne´es du NIST. De plus, des comparaisons ont e´te´ effectue´es
entre les valeurs du facteur de compressibilite´ de l’air calcule´ avec l’e´quation de SRK et les valeurs
expe´rimentales 4 pour diffe´rents couples de pression et de tempe´ratures. Les erreurs relatives que l’on
obtient sont d’environ de 51% pour l’e´quation de VDW, de 13% pour SRK et de 17% pour PR. La` aussi,
les valeurs de ces erreurs pour les e´quations SRK et PR sont en accord avec celles observe´es par V. Yang
(Voir ci-dessus).
2.2.3 Proprie´te´s thermodynamiques basse pression
L’e´valuation des proprie´te´s thermodynamiques a` pression atmosphe´rique sont classiquement utilise´es
dans les calculs utilisant le formalisme des gaz parfaits. Elles seront le point de de´part dans l’e´valuation
des proprie´te´s a` haute pression dans le cas d’un calcul utilisant le formalisme des gaz re´els (voir section
2.2.4). L’enthalpie (hk) d’une espe`ce pure (k) a` la tempe´rature T et a` la pression P est de´finie par rapport
a` une tempe´rature de re´fe´rence T0. Elle est la somme d’une enthalpie de refe´rence a` T0 (∆h
0
f,k) et d’une
enthalpie dite “sensible” (hsk) :
hk = hsk +∆h
0
f,k , (2.37)
La capacite´ calorifique a` pression constante de l’espe`ce pure Cpk, de´finie comme,
Cpk =
Ç
∂hk
∂T
å
P
, (2.38)
est utilise´e pour le calcul de hsk :
hsk =
∫ T
T0
Cpk(T
′)dT ′ . (2.39)
Energie interne (ek) et enthalpie sont relie´es par :
ek = hk − Pk/ρk , (2.40)
4. (www.en.wikipedia.org/wiki/Compressibility-factor)
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(a) Comparaison entre les valeurs calcule´es par diffe´rentes e´quations d’e´tat et celles fournies par le
NIST de la densite´ du N2 a` 80 bar en fonction de la tempe´rature.
(b) Comparaison entre les valeurs de la densite´ du me´thane et du dioxyge`ne et les valeurs du NIST en
fonction de la tempe´rature a` 80 bar de pression.
FIGURE 2.14: Validation des equations d’e´tats cubiques : comparaison avec les donne´es NIST.
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ce qui, dans le cas ou` la pression P conside´re´e est assez faible pour que l’hypothe`se des gaz parfaits soit
applicable, donne :
ek = hk − RT
Wk
. (2.41)
Cette e´nergie interne peut elle aussi eˆtre se´pare´e en une e´nergie sensible esk et une contribution de nature
chimique [128] :
ek = esk +∆h
0
f,k =
Ç ∫ T
T0
Cvk(T
′)dT ′ − RT0
Wk
å
+∆h0f,k , (2.42)
ou` Cvk est la capacite´ calorifique a` volume constant de l’espe`ce pure :
Cvk =
Ç
∂ek
∂T
å
v
. (2.43)
Dans le cas d’un gaz ide´al, Cvk et Cpk sont lie´es par :
Cpk = Cvk +
R
Wk
. (2.44)
Les capacite´s calorifiques a` pression et volume constant (respectivement Cp et Cv) d’un me´lange com-
pose´ de Nsp espe`ces a` la tempe´rature T sont calcule´es de la manie`re suivante :
Cp =
Nsp∑
k=1
CpkYk et Cv =
Nsp∑
k=1
CvkYk (2.45)
L’e´nergie interne e et l’enthalpie h du me´lange sont donne´es par :
e =
Nsp∑
k=1
ekYk et h =
Nsp∑
k=1
hkYk (2.46)
De la meˆme manie`re que pour l’e´nergie interne et l’enthalpie d’une substance pure, ces deux quantite´s
peuvent eˆtre e´crites comme une contribution de deux termes :
h =
Nsp∑
k=1
Ç ∫ T
T0
Cpk(T
′)dT ′ +∆h0f,k
å
Yk , (2.47)
qui nous donne alors
h =
∫ T
T0
Cp(T
′)dT ′ +
Nsp∑
k=1
∆h0f,kYk , (2.48)
et
e =
Nsp∑
k=1
Ç ∫ T
T0
Cvk(T
′)dT ′ − RT0
Wk
+∆h0f,k
å
Yk . (2.49)
Finalement, on a :
e =
∫ T
T0
Cv(T
′)dT ′ − RT0
W
+
Nsp∑
k=1
∆h0f,kYk . (2.50)
Les e´nergies et enthalpies sensibles du me´lange sont donc :
es =
∫ T
T0
Cv(T
′)dT ′ − RT0
W
et hs =
∫ T
T0
Cp(T
′)dT ′. (2.51)
L’introduction des e´nergies cine´tiques (ec = 0.5u
2
i ) permet de calculer les e´nergies totales. Ces diffe´rentes
e´nergies et enthalpies sont re´sume´es dans le tableau 2.5.
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Energie Enthalpie
Sensible es =
∫ T
T0
Cv(T
′)dT ′ − RT0W hs =
∫ T
T0
Cp(T
′)dT ′
Interne e = es +
∑Nsp
k=1∆h
0
f,kYk h = hs +
∑Nsp
k=1∆h
0
f,kYk
Totale non chimique E = es +
1
2u
2
i H = hs +
1
2u
2
i
Totale et = e+
1
2u
2
i ht = h+
1
2u
2
i
TABLE 2.5: Synthe`se de diffe´rentes de´finitions d’e´nergies et enthalpies [172].
2.2.4 Proprie´te´s thermodynamiques haute pression
Rappelons que les relations utilise´es habituellement pour estimer les proprie´te´s thermodynamiques
d’un fluide a` basse pression ne sont fonction que de la tempe´rature (Ex. : C0p = C
0
p(T )). A` haute pres-
sion ces proprie´te´s de´pendent e´galement de la pression. La de´pendance en pression de ces proprie´te´s doit
impe´rativement eˆtre pris en compte pour obtenir des re´sultats corrects. Les proprie´te´s thermodynamiques
sont, par exemple, l’e´nergie interne, l’enthalpie, l’entropie, les capacite´s calorifiques.
Ces proprie´te´s peuvent eˆtre directement tire´es des relations thermodynamiques fondamentales base´es
sur le principe des “fonctions e´carts” [136] valables pour tout e´tat thermodynamique. Ce principe des
fonctions e´carts permet de de´composer les proprie´te´s thermodynamiques en un terme “gaz parfait” (va-
leur de la variable thermodynamique dans les conditions de type GP) auquel on ajoute une “correction”
de manie`re a` tenir compte de sa de´pendance en pression. On obtient ainsi pour l’e´nergie interne “e”,
l’enthalpie “h”, l’entropie “s”, et les capacite´s calorifique “Cp” et “Cv” :
e(T, ρ) = e0(T ) +
∫ ρ
ρ0
[
P
ρ2
− T
ρ2
(∂P
∂T
)
ρ
]
T
dρ , (2.52)
h(T, P ) = h0(T ) +
∫ P
P0
[
1
ρ
+
T
ρ2
(∂P
∂T
)
P
]
T
dP , (2.53)
s(T, ρ) = s0(T, ρ0)−
∫ ρ
ρ0
[
1
ρ2
(∂P
∂T
)
ρ
]
T
dρ , (2.54)
Cv(T, ρ) = Cv0(T )−
∫ ρ
ρ0
[
T
ρ2
(∂2P
∂T 2
)
ρ
]
T
dρ , (2.55)
Cp(T, ρ) = Cv0(T )−
∫ ρ
ρ0
[
T
ρ2
(∂2P
∂T 2
)
ρ
]
T
dρ+
T
ρ2
(
∂P
∂T
)2
ρ(
∂P
∂ρ
)
T
. (2.56)
Les indices “0” font re´fe´rence a` un e´tat dans lequel le fluide se comporterait comme un gaz ide´al (e´tat
a` basse pression). Les inte´grales sont les “fonctions e´carts” qui de´pendent du type d’EOS choisi. Ces
relations sont valables aussi bien pour un fluide pur, que dans le cas d’un me´lange. Dans ce dernier cas
de figure, les proprie´te´s thermodynamiques de type “gaz ide´al” (les termes posse´dant l’indice “0”) a`
utiliser sont les proprie´te´s du me´lange. Le calcul de ces proprie´te´s de me´lange basse pression est donne´
un peu plus loin (voir section 2.2.3). Les de´rive´es partielles utilise´es au sein des fonctions e´carts sont
directement calcule´es a` partir de l’e´quation d’e´tat utilise´e, et dans le cas d’un me´lange sont estime´es
a` partir des proprie´te´s du me´lange. Les diffe´rentes de´rive´es partielles des e´quations cubiques utilise´es,
utiles aux calculs de proprie´te´s thermodynamiques d’un me´lange, sont rassemble´es dans l’annexe A.
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FIGURE 2.15: Comparaison entre les valeurs de la capacite´ calorifique a` pression constante du me´thane
et du dioxyge`ne et les valeurs du NIST en fonction de la tempe´rature a` 80 bar de pression.
Les figures 2.15 et 2.16 comparent respectivement les valeurs des capacite´s calorifiques a` pression
constante, et volume constant, calcule´es a` partir de l’e´quation de SRK et du formalisme des fonctions
e´carts pour l’O2 et le CH4 a` 80 bar avec les valeurs fournies par le NIST. On constate que les re´sultats
obtenus concordent ici aussi de fac¸on tre`s correcte avec les donne´es du NIST. On peut tout de meˆme
noter une le´ge`re diffe´rence de comportement concernant la capacite´ calorifique a` volume constant. Les
petits “pics”, correspondant au passage de la “pseudo-boiling line”, ne sont pas correctement capte´s avec
le formalisme utilise´ et les e´quations cubiques. Une recherche bibliographique a e´te´ effectue´e sur ce
re´sultat. Il en ressort que les re´sultats concernant la capacite´ calorifique a` volume constant ne sont que
tre`s rarement pre´sente´s, et que seuls les re´sultats concernant celle a` pression constante sont pre´sente´s.
Nos re´sultats sont en accord avec ceux de la bibliographie existante (voir par exemple [48]).
2.2.5 Les mode`les de transport
Les coefficients de transport a` e´valuer sont la viscosite´, la conductivite´ thermique et le coefficient de
diffusion des espe`ces. Une estimation pre´cise de ces proprie´te´s est extreˆmement importante pour pouvoir
pre´tendre effectuer des simulations de me´lange et combustion a` haute pression, puisque ces proprie´te´s
de´terminent la dynamique de l’e´coulement, ainsi que les transferts de masse et de chaleur. Il est souvent
difficile de calculer analytiquement les valeurs des coefficients de transport. Certaines the´ories ou lois
empiriques permettent ne´anmoins de les e´valuer et nous allons pre´senter les mode`les que nous avons
retenus. Pour valider ces mode`les physiques nous les comparerons avec des donne´es extraites du NIST 5.
Il existe de nombreux mode`les qui permettent de calculer les coefficients de transport. Comme pour les
grandeurs thermodynamiques, certains mode`les sont applicables uniquement pour des gaz conside´re´s
5. http ://webbook.nist.gov/chemistry/fluid/
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FIGURE 2.16: Comparaison entre les valeurs de la capacite´ calorifique a` volume constant du me´thane et
du dioxyge`ne et les valeurs du NIST en fonction de la tempe´rature a` 80 bar de pression.
comme parfaits. Ces mode`les ne de´pendent que de la tempe´rature et de la composition du me´lange. Nous
prendrons comme re´fe´rence de ces me´thodes, celle utilise´e dans le package CHEMKIN [75]. Pour ce
faire, des me´thodes de calcul des coefficients de transport sont utilise´es, me´thodes qui sont bien e´tablies
au sein de la communaute´ scientifique. De la meˆme fac¸on que la me´thode JANAF pour le calcul de
l’enthalpie ou des capacite´s thermiques, des polynoˆmes dont la variable est la tempe´rature et dont les
coefficients de´pendent des espe`ces, permettent de de´terminer les coefficients de transport. Malgre´ tout,
ces mode`les ne prennent pas en compte les effets des fortes pressions. C’est pourquoi d’autres mode`les
ont vu le jour et permettent ainsi d’e´tudier les fluides re´els a` haute pression. Quelque soit le terme a`
calculer, la de´marche adopte´e par la plupart des auteurs consiste a` : (1) appliquer les re`gles de me´lange
aux variables thermodynamiques, (2) estimer une valeur globale du me´lange de ces variables pour les
faibles pressions, et (3) corriger la valeur basse pression en tenant compte des effets dus aux hautes
pressions.
Les deux coefficients de transports que sont la viscosite´ et la conductivite´ thermique sont souvent
traite´s ensemble car leurs comportements sont tre`s semblables. D’ailleurs la plupart des me´thodes qui ont
e´te´ de´veloppe´es pour le calcul de la viscosite´ ont e´te´ e´tendues au calcul de la conductivite´ thermique. Ces
me´thodes, qui traitent aussi bien les cas basse et haute pressions, ont e´te´ adapte´es au cas d’un me´lange a`
plusieurs espe`ces. Par exemple, pour le calcul de la viscosite´, on peut citer la me´thode de Ely et Hanley
[37] utilise´e par Yang et al. [104] et Oefelein [111] et la me´thode de Chung et al. [22] utilise´e par Curtis et
Farrell [28], Leborgne [84] et Schmitt et al [146]. Pour ses travaux de the`se, Lafon [82] a pre´fe´re´ utiliser
la formule de Bromley et Wilke [10], extension des travaux d’Hirschfelder, pour le calcul de la viscosite´
a` basse pression couple´e aux re`gles de me´lange de Wilke. L’estimation de la viscosite´ du me´lange a`
haute pression se fait ensuite a` l’aide de la me´thode de Dean et Stiel [33]. Haldenwang et son e´quipe[57]
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utilisent quant a` eux des donne´es expe´rimentales issues de l’Encyclope´die des Gaz [103]. On peut encore
citer la me´thode de Brule et Starling [11] re´fe´rence´e par Reid et al. [136]. Pour ce qui est du calcul de
la viscosite´ en phase liquide, la me´thode de Teja et Rice [166] est pre´conise´e par Bellan et al. [59]. Pour
le calcul de la conductivite´ thermique, on retrouve a` nouveau la me´thode de Ely et Hanley [37] utilise´e
par Yang et al. [104] et Oefelein [111]. La me´thode de Chung et al. [22] a e´te´ choisi par Curtis et Farrell
[28], Leborgne [84] et Schmitt et al. [146]. Haldenwang et al. [57] ont a` nouveau choisi des donne´es
expe´rimentales pour les fluides purs auxquelles ils ont applique´ les re`gles de me´lange de Mathur et al.
[96]. Lafon [82] a quant a` lui choisi la relation d’Eucken [39] pour le calcul en basse pression associe´e a`
la me´thode de Stiel et Thodos [157] pour la correction en pression.
La me´thode retenue ici pour e´valuer la viscosite´ et la conductivite´ thermique est la me´thode de Chung
et al. [22] recommande´e par Reid et al. [136] et de´ja` utilise´e par un grand nombre d’e´quipes de recherche.
Cette me´thode offre l’avantage d’eˆtre valable sur une large gamme de pression et de tempe´rature. Elle
de´rive de la the´orie de Chapman-Enskog pour les gaz denses a` laquelle est applique´e le formalisme des
e´tats correspondants. La the´orie de Chapman-Enskog de´rive elle meˆme de la the´orie cine´tique applique´e
a` un mode`le de gaz compose´ de sphe`res dures, suffisamment dilue´ pour que seules des collisions binaires
puissent avoir lieu, dans lequel les collisions sont exclusivement e´lastiques, et ou` les interactions inter-
mole´culaires de type e´lectro-statiques, sont prises en compte. La prise en compte de ces interactions se
fait par l’interme´diaire d’un “potentiel d’interaction” (figure 2.17). σ peut eˆtre vu comme le diame`tre des
FIGURE 2.17: Potentiel d’interaction intermole´culaire
sphe`res du mode`le de gaz. A` une distance infe´rieure a` σ les particules se repoussent. Pour une distance
supe´rieure, elles s’attirent. ε est appele´ “e´nergie caracte´ristique”. Ce parame`tre est constant pour un type
d’atomes donne´, et de´crit la profondeur du puits de potentiel a` son minimum. A` partir de cette e´nergie
caracte´ristique, une tempe´rature adimensionne´e est de´finie :
T ∗ =
kBT
ε
, (2.57)
ou` kB est la constante de Boltzmann (kB = 1, 3806503.10
−23 m2.kg/(s2.K1)).
L’e´valuation de la diffusivite´ est un challenge bien plus difficile a` relever que celui de la viscosite´ ou de
la conductivite´ thermique. la raison principale est le manque de donne´es expe´rimentales sur les valeurs
des coefficients de diffusion a` haute pression qui conduit a` l’existence de peu de me´thodes d’estima-
tion. Dans la litte´rature, la majorite´ des auteurs, excepte´s Bellan et al., ont utilise´ la me´thode propose´e
par Takahashi [162], elle meˆme recommande´e par Reid et al. [136]. C’est donc cette me´thode qui a e´te´
choisie pour e´valuer les coefficients de diffusion a` haute pression. Elle est base´e sur le principe des e´tats
correspondants.
Les trois me´thodes retenues pour l’e´valuation des coefficients de transport dans notre e´tude sont mainte-
nant pre´sente´es.
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2.2.5.1 La viscosite´
La the´orie de Chapman-Enskog nous donne pour la viscosite´ d’un gaz a` basse pression, la relation sui-
vante :
µ0 = 26.69
(WT )1/2
σ2Ω∗
. (2.58)
µ0 est la viscosite´ donne´e en µP (1 µP = 1.10
−6 Pa.s) ; W est la masse molaire du fluide donne´ en
g/mol ; T est la tempe´rature du fluide donne´ en Kelvin ; σ est donne´ en A˚ ; Ω∗ est appele´ l’inte´grale de
collision et de´rive du potentiel d’interaction. Neufeld et al. [136] propose la relation empirique suivante
pour calculer cette inte´grale de collision :
Ω
∗ = A.(T ∗)−B + C.e−DT
∗
+ E.e−FT
∗
+G.T ∗B.sin(S.T ∗W −H) , (2.59)
avec A = 1.16145, B = 0.14874, C = 0.52487, D = 0.77320, E = 2.16178, F = 2.43787, G = -
0.00006435, H = 7.27371, S = 18.0323, et W = -0.76830. T ∗ est la tempe´rature adimensionne´e de´finie
par l’e´quation 2.57. Dans la suite, Ω∗ sera toujours de´termine´ a` l’aide de cette e´quation.
La difficulte´ dans l’utilisation de cette the´orie est d’obtenir de bonnes valeurs pour les parame`tres ǫ et
σ. Cette difficulte´ a pousse´ plusieurs e´quipes a` exprimer ces parame`tres autrement. Chung et al. [22]
propose par exemple de les exprimer de la manie`re suivante :
ǫ
kB
=
Tc
1.2593
=⇒ T ∗ = 1.2593Tr , (2.60)
σ = 0.809v1/3c . (2.61)
vc est le volume molaire critique exprime´ en cm
3/mol. De plus, ils utilisent un facteur de correction Fc
permettant de prendre en compte la polarite´ et la non-sphe´ricite´ des mole´cules composant le gaz e´tudie´
(voir Eq. (2.63)). Ils arrivent a` l’expression suivante pour la viscosite´ d’un gaz a` basse pression :
µ0 =
40.785(MT )1/2)
v
2/3
c Ω
∗
Fc , (2.62)
avec,
Fc = 1− 0.2756ω + 0.05903η4r + κ . (2.63)
ω est le facteur acentrique. κ est un facteur de correction pour les espe`ces fortement polaires. Les valeurs
de ce coefficient pour quelques alcools sont donne´es par Reid et al. [136]. ηr est un moment dipolaire
adimensionne´ de´fini comme :
ηr = 131.3
η
(vcTc)1/2
, (2.64)
ou` vc est en cm
3/mol, Tc en K et η (le moment dipolaire de la mole´cule conside´re´e) en D (Debye). Pour
des mole´cules non-polaires, seuls les deux premiers termes de l’e´quation (2.63) sont utilise´s, les deux
autres e´tant nuls.
Pour estimer la viscosite´ a` haute pression, Chung et al. [22] utilisent une corre´lation empirique permettant
de tenir compte des effets de pression. La viscosite´ est donne´e par :
µ = µk + µp avec µk = µ0
( 1
G2
+ E6y
)
(2.65)
et
µp =
(
36.344.10−6 − (WTc)1/2
V
2/3
c
)
E7 y
2 G2 exp
(
E8 +
E9
T ∗
+
E10
T ∗2
)
. (2.66)
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G1 =
1− 0.5yÄ
1− y
ä3 et G2 =
E1
(
1−exp
Ä
−E4y
ä)
y + E2G1 exp
Ä
E5y
ä
+ E3G1
E1E4 + E2 + E3
. (2.67)
y = vc6v est un nombre sans dimension, et µ0 est la viscosite´ a` basse pression de´termine´e a` partir de
l’ Eq. (2.62). Les parame`tres Ei sont des fonctions line´aires du facteur acentrique, du moment dipolaire
adimensionne´ ηr et du facteur de correction κ cite´ ci-dessus. Ces fonctions sont donne´es dans la table
2.6.
i a0(i) a1(i) a2(i) a3(i)
1 6.32402 50.41190 −51.68010 1189.02
2 1.2102× 10−3 −1.1536× 10−3 −6.2571× 10−3 3.7283× 10−2
3 5.28346 254.209 −168.481 3898.27
4 6.62263 38.0957 −8.46414 31.4178
5 19.7454 7.63034 −14.3544 31.5267
6 −1.89992 −12.5367 4.98529 −18.1507
7 24.2745 3.44945 −11.2913 69.3466
8 0.79716 1.11764 1.2348× 10−2 −4.11661
9 −0.23816 6.67695× 10−2 −0.8163 4.02528
10 6.8629× 10−2 0.34793 0.59256 −0.72663
TABLE 2.6: Coefficients de Chung et al. pour calculer les “Ei” : Ei = a0(i)+a1(i)ω+a2(i)η
4
r +a3(i)κ.
[22]
A` basse pression, le terme µp est ne´gligeable et l’e´quation (2.65) se re´duit a` l’e´quation (2.62). Cette
particularite´ permet a` l’e´quation (2.65) d’eˆtre utilise´e pour estimer la viscosite´ a` basse comme a` haute
pression, ce qui est un atout du point de vue nume´riquee´vitant un test sur la pression, de`s qu’une estima-
tion de la viscosite´ doit eˆtre faite, pour choisir le type de mode`le. La viscosite´ est donne´e par l’e´quation
(2.65) en µP (1 Pa.s = 106 µP ).
La figure 2.18 nous montre la comparaison entre les valeurs de viscosite´ dynamique obtenues en utilisant
la me´thode de Chung et al. [22] et les valeurs du NIST pour du me´thane et du dioxyge`ne, en fonction
de la tempe´rature sous une pression de 80 bar. Les re´sultats obtenus sont tre`s satisfaisants, surtout dans
le cas du me´thane. A` tre`s basse tempe´rature, les erreurs deviennent plus importantes. Le comportement
global de la viscosite´ dynamique est ne´anmoins bien reproduit par le mode`le de Chung et al. [22].
La figure 2.19 nous montre le meˆme type de comparaison, mais dans le cas de la viscosite´ cine´matique
(ν). Rappelons que ν = µ/ρ ou` ρ est la masse volumique. La viscosite´ cine´matique que nous comparons,
est donc obtenue a` partir de la viscosite´ dynamique issue de la me´thode de Chung et al. [22] et de la va-
leur de la masse volumique obtenue par l’e´quation cubique utilise´e. Dans notre cas, les comparaisons ont
e´te´ effectue´es en utilisant l’e´quation SRK. Ici aussi, on peut constater que malgre´ l’utilisation combine´e
de deux mode`les (e´quation d’e´tat et mode`le de transport), les re´sultats obtenus concordent de fac¸on tre`s
satisfaisante avec les valeurs fournies par le NIST.
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FIGURE 2.18: Comparaison entre les valeurs de la viscosite´ dynamique du me´thane et du dioxyge`ne et
les valeurs du NIST en fonction de la tempe´rature a` 80 bar de pression.
FIGURE 2.19: Comparaison entre les valeurs de la viscosite´ cine´matique du me´thane et du dioxyge`ne et
les valeurs du NIST en fonction de la tempe´rature a` 80 bar de pression.
Le re´gime supercritique 58
2.2.5.2 La conductivite´ thermique
La me´thode de Chung et al. [22] pour l’estimation de la conductivite´ thermique est analogue a` celle
utilise´e pour estimer la viscosite´. Elle donne pour l’expression de la conductivite´ a` basse pression :
λ0 =
3.75RΨµ0
W
, (2.68)
ou` λ0 est la conductivite´ thermique en W/(m.K), R est la constante des gaz parfait, W est la masse
molaire en kg/mol, et µ0 est la viscosite´ du gaz a` basse pression exprime´e cette fois-ci en Pa.s. Le facteur
Ψ est de´fini de la manie`re suivante :
Ψ = 1 + α
(
0.215 + 0.28288α− 1.061β + 0.26665Zcoll
)
0.6366 + βZcoll + 1.061αβ
. (2.69)
Il permet de prendre tenir compte des modes de stockage de l’e´nergie propres aux mole´cules polyato-
miques (modes vibrationnels et rotationnels). Zcoll, α et β sont de´finis par :
Z = 2 + 10.5T 2r , (2.70)
α =
Cv
R
− 3
2
, (2.71)
β = 0.7862− 0.7109ω + 1.3168ω2 . (2.72)
Cv est la capacite´ calorifique a` volume constant a` basse pression. Zcoll est appele´ “nombre de collision”.
Il est de´fini comme e´tant le nombre de collisions ne´cessaires pour e´changer un quantum d’e´nergie interne
(rotationnelle et vibrationnelle) avec un quantum d’e´nergie translationnelle. β est une fonction du facteur
acentrique pour les substances non polaires. Le terme β doit eˆtre de´termine´ a` l’aide de l’e´quation (2.72)
dans le cas d’espe`ces non polaires. Avec des substances polaires, la valeur de β est spe´cifique a` chaque
substance. Une liste des valeurs pour plusieurs compose´s polaires est fournie par Chung et al. [22]. Dans
le cas ou` la substance est polaire, et que la valeur de β n’est pas connue, Reid et al. [136] recommande
d’utiliser comme valeur par de´faut (1.32)−1.
L’estimation de la conductivite´ thermique a` haute pression se fait de la meˆme manie`re que pour la visco-
site´ :
λ = λk + λp , (2.73)
avec,
λk = λ0
( 1
H2
+B6y
)
, (2.74)
λp = 3.586.10
−3
Ç
Tc
W
å1/2
1
v
2/3
c
√
Tr B7 y
2 H2 , (2.75)
H2 =
B1
(
1−exp
Ä
−B4y
ä)
y +B2G1 exp
Ä
B5y
ä
+B3G1
B1B4 +B2 +B3
. (2.76)
G1 et y sont les parame`tres de´finis plus haut pour le calcul de la viscosite´. Comme pour les parame`tres
Ei, les parame`tres Bi sont sont des fonctions line´aires du facteur acentrique, du moment dipolaire adi-
mensionne´ ηr et du facteur de correction κ. Ces fonctions sont donne´es dans la table 2.7. Comme pour
la viscosite´, l’e´quation (2.73) peut eˆtre utilise´e aussi bien a` basse pression qu’a` haute pression, celle-ci
se re´duisant a` l’e´quation (2.68) a` basse pression. Pour les Eqs. (2.68) a` (2.76), les unite´s sont les unite´s
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i b0(i) b1(i) b2(i) b3(i)
1 2.41657 0.74824 −0.91858 121.721
2 −0.50924 −1.50936 −49.9912 69.9834
3 6.61069 5.62073 64.7599 27.0389
4 14.5425 −8.91387 −5.63794 74.3435
5 0.79274 0.82019 −0.69369 6.31734
6 −5.8634 12.8005 9.58926 −65.5292
7 81.171 114.158 −60.841 466.775
TABLE 2.7: Coefficients de Chung et al. pour calculer les “Bi” : Bi = b0(i)+ b1(i)ω+ b2(i)η
4
r + b3(i)κ.
[22]
FIGURE 2.20: Comparaison entre les valeurs de la conductivite´ thermique du me´thane et du dioxyge`ne
et les valeurs du NIST en fonction de la tempe´rature a` 80 bar de pression.
du syste`me international.
La figure 2.20 correspond au cas de la conductivite´ thermique. La me´thode de Chung et al. [22] reproduit
le comportement global de la conductivite´ thermique a` haute pression de fac¸on tre`s satisfaisante.
La figure 2.21 compare cette fois-ci le comportement de la diffusivite´ thermique. Rappelons que α = λ
ρCp
ou` Cp est la capacite´ calorifique a` pression constante. La diffusivite´ thermique que nous comparons est
donc calcule´e a` partir de de la conductivite´ thermique issue de la me´thode de Chung et al. [22] et de
la valeur du Cp de´termine´e a` partir du mode`le thermodynamique utilise´. On constate ici aussi que le
comportement de la diffusivite´ thermique des deux espe`ces en fonctions de la tempe´rature est tre`s bien
de´crit.
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FIGURE 2.21: Comparaison entre les valeurs de la diffusivite´ thermique du me´thane et du dioxyge`ne et
les valeurs du NIST en fonction de la tempe´rature a` 80 bar de pression.
2.2.5.3 Cas d’un me´lange
Dans le cas d’un me´lange, ce sont toujours les e´quations (2.65) et (2.73) qui permettent d’estimer les
viscosite´ et conductivite´. En revanche les parame`tres σ, ǫ, W , ω, η, et κ utilise´s dans ces e´quations, sont
remplace´s par σm, ǫm, Wm, ωm, ηm, et κm. Ces derniers parame`tres sont fonction de la composition du
me´lange, et des parame`tres des espe`ces pures. Les re`gles de me´lange a` utiliser sont les suivantes [22] :
σ3m =
∑
i
∑
j
XiXjσ
3
ij ,
ǫm
kB
=
∑
i
∑
j XiXjσ
3
ij
ǫij
kB
σ3m
, (2.77)
vcm =
( σm
0.809
)3
, Tcm = 1.2593
ǫm
kB
, ωm =
∑
i
∑
j XiXjωijσ
3
ij
σ3m
, (2.78)
Wm =
[∑
i
∑
j XiXj
ǫij
kB
σ2ijM
1/2
ij
σ2m
ǫm
kB
]2
, (2.79)
η4m =
∑
i
∑
j XiXjη
2
i η
2
j
σ3ij
ǫij
kB
σ3m
ǫm
kB
, (2.80)
κm =
∑
i
∑
j
XiXjκij , ηrm = 131.3
ηm
(vcmTcm)1/2
. (2.81)
Les parame`tres d’interactions binaires (σij , ǫij , ωij , Wij , et κij) sont calcule´s par :
σij = ξij(σiσj)
1/2,
ǫij
kB
= ζij
(ǫiǫj
k2B
)1/2
(2.82)
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ωij =
ωi + ωj
2
, Wij = 2
WiWj
Wi +Wj
et κij =
√
κiκj (2.83)
Les parame`tres ξij et ζij pre´sents dans les e´quations (2.82) et (2.83) sont des parame`tres d’interactions
binaires qui valent 1 pour la majorite´ des syste`mes rencontre´s. Ils prennent une valeur diffe´rente dans le
cas de compose´s polaires [136].
2.2.5.4 Diffusivite´ des espe`ces
La me´thode choisie pour e´valuer les coefficients de diffusion a` haute pression est celle propose´e par
Takahashi [162], elle aussi recommande´e par Reid et al. [136]. C’est une me´thode base´e sur le principe
des e´tats correspondants :
DijP
(DijP )+
= f(Tr, Pr) (2.84)
L’exposant “+” fait re´fe´rence a` une valeur basse pression. La fonction f(Pr, Tr) repre´sente un facteur
de correction, base´ sur les pression et tempe´rature re´duites, permettant de prendre en compte l’effet des
hautes pressions. Ce facteur a e´te´ tabule´ par Takahashi (voir figure 2.22). Dans le cas d’un me´lange, les
FIGURE 2.22: Correlation de Takahashi pour le facteur de correction en fonction de la pression et de la
tempe´rature [136].
pressions et tempe´ratures re´duites sont calcule´es a` partir des pseudo-conditions critiques du me´langes
de´finies de la manie`re suivante :
Tc =
∑
i
XiTc,i Pc =
∑
i
XiPc,i . (2.85)
La valeur du coefficient de diffusion a` basse pression utilise´ dans l’e´quation (2.84) est estime´e graˆce a` la
corre´lation empirique de Fuller et al. [45, 43, 44], elle meˆme recommande´e par Reid et al. [136] :
Dij =
0.00143T 1.75
PW
1/2
ij
î
(ǫv)
1/3
i + (ǫv)
1/3
j
ó2 , (2.86)
avec
Wij = 2
WiWj
Wi +Wj
, (2.87)
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ou` Dij est le coefficient de diffusion en cm
2/s ; P est la pression exprime´e en bar ; Wij est la masse
molaire “combine´e” des deux espe`ces en g/mol ; T est la tempe´rature en K ; et ǫv est donne´e pour
chaque composant en sommant les volumes de diffusion atomique donne´s dans le tableau 2.8 ci dessous.
Enfin, la figure 2.23 nous montre l’e´volution du nombre de Prandlt en fonction de la tempe´rature de
Increments de volume de diffusion structurel et atomique
C 15.9 F 14.7
H 2.31 Cl 21.0
O 6.11 Br 21.9
N 4.54 I 29.8
Aromatic ring -18.3 S 22.9
Heterocyclie ring -18.3
Volumes de diffusion de mole´cules simples
He 2.67 CO 18.0
Ne 5.98 CO2 26.9
Ar 16.2 N2O 35.9
Kr 24.5 NH3 20.7
Xe 32.7 H2O 13.1
H2 6.12 SF6 71.3
D2 6.84 Cl2 38.4
N2 18.5 Br2 69.0
O2 16.3 SO2 41.8
Air 19.7
TABLE 2.8: Volumes de diffusion atomique [136].
l’oxyge`ne et du me´thane sous une pression de 80 bar. Rappelons que Pr (= ν/α) permet de comparer la
diffusion de la quantite´ de mouvement et celle de la chaleur.
Pour conclure, les comportements globaux des coefficients de transport sont bien de´crits sur les
plages de tempe´ratures conside´re´es par les mode`les se´lectionne´s.
2.3 De´rivation des grandeurs utiles au traitement des conditions limites
Le de´veloppement d’un traitement ge´ne´ral multi-espe`ces de conditions aux limites de type NSCBC
ne´cessite de de´terminer des de´rive´es partielles par rapport aux variables thermodynamiques qui de´pendent
de l’e´quation d’e´tat utilise´e. Ces de´rive´es partielles qui seront utilise´es au chapitre 4 sont calcule´es dans
cette section. Notons que dans ce qui suit, on a :
∂Φ
∂Ψ
∣∣∣∣
aj
=
∂Φ
∂T
∣∣∣∣
a1,a2,...,aNsp
(2.88)
2.3.1 De´rive´es partielles de proprie´te´s thermodynamiques
Pour un fluide compose´ de Nsp espe`ces, en conside´rant une variable thermodynamique Φ comme une
fonction de Nsp + 1 variables Φ = Φ1(T, ρk), ou` T est la tempe´rature et ρk = ρYk avec ρ la densite´, et
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FIGURE 2.23: Comparaison entre les valeurs du nombre de Prandlt, pour le me´thane et le dioxyge`ne,
obtenues avec SiTComB et celles du NIST en fonction de la tempe´rature sous une pression de 80 bar.
Yk la fraction massique de la k
ieme espe`ce. Sa forme diffe´rentielle s’e´crit :
dΦ = dΦ1 =
∂Φ1
∂T
∣∣∣∣
ρj
dT +
Nsp∑
k=1
∂Φ1
∂ρk
∣∣∣∣
T,ρj "=k
dρk. (2.89)
La forme diffe´rentielle de ρk est note´e :
dρk = Ykdρ+ ρdYk. (2.90)
On a de par le fait que
∑Nsp
k=1 Yk = 1 :
Nsp∑
k=1
dρk = dρ. (2.91)
La proprie´te´ Φ peut e´galement eˆtre exprime´e comme une fonction de Nsp+1 variables Φ = Φ2(T, ρ, Yk)
avec k ∈ [1, (Nsp − 1)]. La diffe´rentielle de Φ peut donc e´galement s’e´crire :
dΦ = dΦ2 =
∂Φ2
∂T
∣∣∣∣
ρ,Yj
dT +
∂Φ2
∂ρ
∣∣∣∣
T,Yj
dρ+
Nsp−1∑
k=1
∂Φ2
∂Yk
∣∣∣∣
T,ρ,Yj "=k
dYk. (2.92)
Changeons maintenant la somme allant de 1 a` Nsp de l’e´quation (2.89), en une somme allant de 1 a`
Nsp − 1 :
dΦ1 =
∂Φ1
∂T
∣∣∣∣
ρj
dT +
Nsp−1∑
k=1
∂Φ1
∂ρk
∣∣∣∣
T,ρj "=k
dρk +
∂Φ1
∂ρNsp
∣∣∣∣∣
T,ρj "=Nsp
dρNsp . (2.93)
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Cette dernie`re e´quation est re´e´crite :
dΦ1 =
∂Φ1
∂T
∣∣∣∣
ρj
dT +
Nsp−1∑
k=1
 ∂Φ1
∂ρk
∣∣∣∣
T,ρj "=k
− ∂Φ1
∂ρNsp
∣∣∣∣∣
T,ρj "=Nsp
+
∂Φ1
∂ρNsp
∣∣∣∣∣
T,ρj "=Nsp
 dρk
+
∂Φ1
∂ρNsp
∣∣∣∣∣
T,ρj "=Nsp
dρNsp , (2.94)
ou encore,
dΦ1 =
∂Φ1
∂T
∣∣∣∣
ρj
dT +
Nsp−1∑
k=1
 ∂Φ1
∂ρk
∣∣∣∣
T,ρj "=k
− ∂Φ1
∂ρNsp
∣∣∣∣∣
T,ρj "=Nsp
 dρk + Nsp∑
k=1
∂Φ1
∂ρNsp
∣∣∣∣∣
T,ρj "=Nsp
dρk
=
∂Φ1
∂T
∣∣∣∣
ρj
dT +
Nsp−1∑
k=1
 ∂Φ1
∂ρk
∣∣∣∣
T,ρj "=k
− ∂Φ1
∂ρNsp
∣∣∣∣∣
T,ρj "=Nsp
 dρk + ∂Φ1
∂ρNsp
∣∣∣∣∣
T,ρj "=Nsp
Nsp∑
k=1
dρk, (2.95)
ce qui, d’apre`s l’e´quation (2.91), donne :
dΦ1 =
∂Φ1
∂T
∣∣∣∣
ρj
dT +
Nsp−1∑
k=1
 ∂Φ1
∂ρk
∣∣∣∣
T,ρj "=k
− ∂Φ1
∂ρNsp
∣∣∣∣∣
T,ρj "=Nsp

︸ ︷︷ ︸
=Ak
dρk +
∂Φ1
∂ρNsp
∣∣∣∣∣
T,ρj "=Nsp
dρ. (2.96)
En utilisant l’e´quation (2.90), on peut maintenant e´crire :
dΦ1 =
∂Φ1
∂T
∣∣∣∣
ρj
dT + ρ
Nsp−1∑
k=1
AkdYk +
ÑNsp−1∑
k=1
YkAk
é
+
∂Φ1
∂ρNsp
∣∣∣∣∣
T,ρj "=Nsp

︸ ︷︷ ︸
=B
dρ. (2.97)
Il est possible de re´e´crire le coefficient B de la manie`re suivante :
B =
Ñ
Nsp−1∑
k=1
Yk
∂Φ1
∂ρk
∣∣∣∣
T,ρj "=k
é
− ∂Φ1
∂ρNsp
∣∣∣∣∣
T,ρj "=Nsp
Ñ
Nsp−1∑
k=1
Yk
é
︸ ︷︷ ︸
=1−YNsp
+
∂Φ1
∂ρNsp
∣∣∣∣∣
T,ρj "=Nsp
=
Nsp∑
k=1
Yk
∂Φ1
∂ρk
∣∣∣∣
T,ρj "=k
. (2.98)
On a donc finalement pour dΦ1 :
dΦ1 =
∂Φ1
∂T
∣∣∣∣
ρj
dT + ρ
Nsp−1∑
k=1
AkdYk +
Nsp∑
k=1
Yk
∂Φ1
∂ρk
∣∣∣∣
T,ρj "=k
dρ. (2.99)
On obtient alors par identification entre les e´quations (2.89) et (2.92) :
∂Φ1
∂T
∣∣∣∣
ρj
=
∂Φ2
∂T
∣∣∣∣
ρ,Yj
, (2.100)
ρ
Nsp−1∑
k=1
 ∂Φ1
∂ρk
∣∣∣∣
T,ρj "=k
− ∂Φ1
∂ρNsp
∣∣∣∣∣
T,ρj "=Nsp
 = Nsp−1∑
k=1
∂Φ2
∂Yk
∣∣∣∣
T,ρ,Yj "=k
, (2.101)
Nsp∑
k=1
Yk
∂Φ1
∂ρk
∣∣∣∣
T,ρj "=k
=
∂Φ2
∂ρ
∣∣∣∣
T,Yj
. (2.102)
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2.3.2 De´rive´es partielles de l’e´quation d’e´tat
Notons Φ = Φ(T, ρk) une proprie´te´ thermodynamique du fluide compose´ de Nsp espe`ces. L’e´quation
d’e´tat liant les variables P , T , et ρk, nous permet d’e´crire Φ = Φ(P, ρk). On note alors :
dΦ =
∂Φ
∂T
∣∣∣∣
ρj
dT +
Nsp∑
k=1
∂Φ
∂ρk
∣∣∣∣
T,ρj "=k
=
∂Φ
∂P
∣∣∣∣
ρj
dP +
Nsp∑
k=1
∂Φ
∂ρk
∣∣∣∣
P,ρj "=k
. (2.103)
A` partir de l’e´quation d’e´tat permettant de lier les variables P , T , et ρk sous la forme, P = P (T, ρk) il
vient :
dT =
ñ
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρj
ô−1
dP −
Nsp∑
k=1
ñ
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρk
ô−1
∂P
∂ρk
∣∣∣∣
T,ρj "=k
dρk . (2.104)
La combinaison des e´quations (2.103) et (2.104) permet de lier les de´rive´es partielles de la variable Φ
entre elles a` l’aide des de´rive´es partielles de l’e´quation d’e´tat de la manie`re suivante :
∂Φ
∂P
∣∣∣∣
ρk
=
∂Φ
∂T
∣∣∣∣
ρk
ñ
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρk
ô−1
, (2.105)
∂Φ
∂ρk
∣∣∣∣
P,ρj "=k
=
∂Φ
∂ρk
∣∣∣∣
T,ρj "=k
− ∂Φ
∂T
∣∣∣∣
ρj
∂P
∂ρk
∣∣∣∣
T,ρj "=k
ñ
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρj
ô−1
, (2.106)
2.3.3 Relations thermodynamiques ge´ne´rales
L’enthalpie h=h(T, ρk) est de´finie par :
h(T, ρk) = e(T, ρk) +
P (T, ρk)
ρ
, (2.107)
ou` k ∈ [1, Nsp] et e = e(T, ρk) est l’e´nergie interne. Rappelons la de´finition de la capacite´ calorifique a`
volume constant Cv, et de´finissons une nouvelle variable CT,k :
Cv =
∂e
∂T
∣∣∣∣
ρj
and CT,k =
∂e
∂ρk
∣∣∣∣
T,ρj "=k
. (2.108)
On peut e´crire pour h :
∂h
∂P
∣∣∣∣
ρj
=
1
ρ
+ Cv
ñ
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρj
ô−1
, (2.109)
et
∂h
∂ρk
∣∣∣∣
P,ρj "=k
= CT,k − P
ρ2
− Cv
ñ
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρj
ô−1
∂P
∂ρk
∣∣∣∣
T,ρj "=k
. (2.110)
ou` e est l’e´nergie interne. Meng et Yang [105] de´finissent la variable :
e˜k =
∂ρe
∂ρk
= e+ ρCT,k. (2.111)
L’expression des e˜k est donne´, dans le cas des e´quations d’e´tat cubiques et de gaz parfait, dans l’annexe
A. Meng et Yang [105] de´finissent e´galement la relation suivante pour la capacite´ calorifique a` pression
constante :
Cp =
∂h
∂T
∣∣∣∣
P,Yj
= Cv − 1
ρ
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρj
∂ρ
∂P
∣∣∣∣
T,Yj
ÑNsp∑
k=1
Yke˜k
é
− e− P
ρ
 , (2.112)
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qui peut eˆtre re´e´crite :
Cp = Cv − 1
ρ
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρj
∂ρ
∂P
∣∣∣∣
T,Yj
ρ Nsp∑
k=1
YkCT,k − P
ρ
 , (2.113)
ou encore :
Cp =
1
ρ
Nsp∑
k=1
ñ
Cv +
Å
p
ρ2
− CT,k
ã
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρj
∂ρ
∂P
∣∣∣∣
T,Yj
ô
ρk. (2.114)
De´finissons e´galement la variable κT tel que :
κT =
∂e
∂ρ
∣∣∣∣
T,Yj
. (2.115)
D’apre`s les e´quations (2.102) et (2.111), il vient :
κT =
Nsp∑
k=1
Yk
∂e
∂ρk
∣∣∣∣
T,ρj "=k
=
Nsp∑
k=1
YkCT,k =
1
ρ
ÑNsp∑
k=1
Yke˜k
é
− e
 . (2.116)
L’introduction de l’e´quation (2.116) au sein de l’e´quation (2.113) donne pour le coefficient Cp :
Cp = Cv − ∂P
∂T
∣∣∣∣
ρj
∂ρ
∂P
∣∣∣∣
T,Yj
Å
κT − P
ρ2
ã
. (2.117)
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Chapitre 3
Les e´quations de l’ae´rothermochimie
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3.1 Ecriture des e´quations bilans
Soit un e´coulement comportant un me´lange de Nsp espe`ces chimiques, la simulation nume´rique
directe requiert la re´solution de (Nsp + 4) e´quations de transport (quantite´ de mouvement, espe`ces et
e´nergie). Ces e´quations de transport peuvent eˆtre rigoureusement de´rive´es de la me´canique statistique
ainsi que de quelques principes de bases (conservation du nombre de mole´cules, de la quantite´ de mou-
vement, de l’e´nergie,...). Cette de´rivation n’est pas triviale et peut eˆtre trouve´e dans [49] [63] [5] [17].
3.1.1 Equation de conservation de la quantite´ de mouvement
En ne´gligeant les forces volumiques (gravite´, forces e´lectromagne´tiques...), l’e´quation de conservation
de quantite´ de mouvement s’e´crit
∂ρuj
∂t
+
∂ρuiuj
∂xi
= − ∂P
∂xj
+
∂τij
∂xi
, (3.1)
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ou` ρ est la masse volumique, ui la i-e`me composante du vecteur vitesse u et P est la pression statique
locale. τij de´signe le tenseur des contraintes visqueuses de´fini comme :
τij = −2
3
µ
∂uk
∂xk
δij + µ
Ç
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
å
, (3.2)
ou` µ de´signe la viscosite´ dynamique du me´lange et δij , le tenseur de Kronecker. On introduit le tenseur
σij :
σij = τij − P δij . (3.3)
3.1.2 Equation de conservation des espe`ces
L’e´quation de transport des espe`ces a pour bilan
∂ρYk
∂t
+
∂
∂xi
(ρuiYk) = − ∂
∂xi
(ρVk,iYk) + ρ ω˙k , (3.4)
ou` Vk,i est la vitesse de diffusion de l’espe`ce k dans la direction i, et ω˙k est le taux de production de
l’espe`ce k. L’e´quation de continuite´ nous assure les relations
N∑
k=1
Vk,iYk = 0 et
N∑
k=1
ω˙k = 0 . (3.5)
Vk,i peut eˆtre calcule´e a` partir de la formulation multi-composantes de la diffusion [174]
∂Xk
∂xi
=
N∑
j=1
Ç
XkXj
Dkj
å
(VjVk) + (Yk −Xk)
1
P
Å
∂P
∂xi
ã
, (3.6)
ou` Dkj est la diffusion binaire pour les espe`ces k et j. Cette formulation issue de la cine´tique des gaz
pre´sente l’avantage d’assurer la conservation de la masse sans aucun facteur de correction. Une simplifi-
cation propose´e par Curtiss et Hirschfelder [29] sera utilise´e dans cette the`se :
Vk,iXk = −Dk ∂Xk
∂xi
(3.7)
Dk est le coefficient de diffusion de l’espe`ce “k” calcule´ de la manie`re suivante :
Dk =
1−Xk∑
j %=k(Xj/Dkj)
. (3.8)
Cependant l’e´quation (3.7) ne ve´rifie pas la condition de continuite´ (Eq. (3.5)) si tous les coefficients Dk
ne sont pas e´gaux et si la masse molaire du me´lange du me´lange W ne peut pas eˆtre conside´re´e comme
constante :
Nsp∑
k=1
Vk,iYk = −
Nsp∑
k=1
Dk
Wk
W
∂Xk
∂xi
= −
Nsp∑
k=1
Dk
W
∂
∂xi
(WYk) *= 0. (3.9)
L’expression d’une vitesse “diffusive” de correction, note´e Vc,j , est introduite [] :
Vk,iYk = −DkWk
W
∂Xk
∂xi
+ Vc,iYk , (3.10)
ou` Vc,i suit la relation :
Vc,i =
N∑
k=1
Dk
Wk
W
∂Xk
∂xi
. (3.11)
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L’e´quation (3.4) devient alors :
∂ρYk
∂t
+
∂
∂xi
[ρ(ui + Vc,i)Yk] =
∂
∂xi
Å
ρDk
Wk
W
∂Xk
∂xi
ã
+ ρ ω˙k . (3.12)
Dans le cas particulier ou` tout les coefficients Dk sont e´gaux, et ou` les gradients de la masse molaire W
sont ne´glige´s, ce qui nous donne :
∂Yk
∂xi
=
Wk
W
∂Xk
∂xi
et Vk,iYk = −D∂Yk
∂xi
. (3.13)
L’e´quation (3.12) devient alors :
∂ρYk
∂t
+
∂
∂xi
(ρuiYk) =
∂
∂xi
Å
ρD
∂Yk
∂xi
ã
+ ρ ω˙k. (3.14)
3.1.3 Equation de conservation de l’e´nergie (totale non chimique)
L’e´quation de conservation de l’e´nergie totale non-chimique s’e´crit :
∂ρE
∂t
+
∂
∂xi
(ρuiE) =
∂qi
∂xi
+
∂
∂xi
(σijuj) + Q˙− ∂q
r
i
∂xi
+ ρω˙T , (3.15)
ou` Q˙ repre´sente une source de chaleur, qr est le flux radiatif et ω˙T est le terme de de´gagement de chaleur.
Le flux de diffusion de chaleur qi est exprime´ de la manie`re suivante :
qi = −λ ∂T
∂xi
+ ρ
Nsp∑
k=1
hs,kVk,iYk , (3.16)
λ est la conductivite´ thermique du me´lange, hs,k est l’enthalpie sensible de la k
e`me espe`ce et Vk,jYk est le
flux de diffusion de la k-ie`me espe`ce. Le terme de de´gagement de chaleur s’exprime quant a` lui comme
ceci :
ω˙T = −
Nsp∑
k=1
∆h0f,kω˙k , (3.17)
Notons que dans notre e´tude, les flux radiatifs seront ne´glige´s et le terme de source de chaleur Q˙ sera
toujours nul.
3.1.4 Les effets Soret et Dufour
L’effet Soret est l’apparition d’un flux d’espe`ce duˆ a` un gradient de tempe´rature, tandis que l’effet Dufour,
re´ciproque du premier, est l’apparition d’un flux de chaleur duˆ a` la pre´sence d’un gradient de concen-
tration. Ces effets sont ne´glige´s dans de nombreuses e´tudes. L’importance de la prise en compte de ces
flux supple´mentaires dans le cas de simulation d’e´coulements a` haute pression est encore sujet a` de´bat au
sein de la communaute´ scientifique. En effet, Oefelein et al. [113] n’ont pas identifie´ d’effets significatifs
quant a` l’utilisation de ces flux supple´mentaires, tandis que Bellan et al. [108] ont constate´ une influence
non ne´gligeable de ces flux.
Aucune conclusion de´finitive concernant ces effets n’ayant e´te´ trouve´e au sein de la litte´rature, ces effets
ont dans notre cas e´te´ ne´glige´s.
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3.1.5 Nombres sans dimensions caracte´ristiques des proprie´te´s de transport
Plusieurs coefficients de diffusion sont introduits dans les e´quations bilans pre´sente´es ci-dessus : les
coefficients de diffusion des espe`ce Dk, la viscosite´ dynamique µ et la conductivite´ thermique λ. Des
nombres adimensionnels utiles a` l’e´tude de la combustion peuvent eˆtre de´finis a` partir de ces grandeurs :
• Le nombre de Lewis qui caracte´rise le rapport entre la diffusivite´ thermique, et la diffusivite´
mole´culaire,
Lek =
λ
ρCpDk
. (3.18)
• Le nombre de Schmidt qui caracte´rise le rapport entre la diffusivite´ de la quantite´ de mouvement
(soit la viscosite´ cine´matique), et la diffusivite´ mole´culaire,
Sck =
ν
Dk
=
µ
ρDk
. (3.19)
• Le nombre de Prandtl qui caracte´rise le rapport entre la diffusivite´ de la quantite´ de mouvement
(soit la viscosite´ cine´matique), et la diffusivite´ thermique,
Pr =
µCp
λ
=
Sck
Lek
. (3.20)
3.2 Calcul de la tempe´rature
Nous avons vu au chapitre 2 que les variables thermodynamiques telles que les capacite´s calorifiques
Cp et Cv, l’enthalpie H , l’e´nergie sensible es, l’entropie S peuvent eˆtre de´termine´es a` partir de l’e´quation
d’e´tat en utilisant le formalisme des “fonctions e´carts”. Pour un me´lange, Cv et es s’expriment ainsi :
es(T, ρj) = es0(Yj , T ) +
∫ ρ
ρ0
[
P
ρ2
− T
ρ2
(∂P
∂T
)
ρj
]
T
dρ (3.21)
Cv(T, ρj) = Cv0(Yj , T )−
∫ ρ
ρ0
[
T
ρ2
(∂2P
∂T 2
)
ρj
]
T
dρ (3.22)
Les indices “0” font re´fe´rence a` un e´tat dans lequel le fluide se comporterait comme un gaz ide´al (e´tat a`
basse pression). Les inte´grales sont les “fonctions e´carts”. Les de´rive´es partielles sont calcule´es a` partir
de l’e´quation d’e´tat choisie. et permettent, dans le cas des e´quations cubiques, d’exprimer explicitement
ces variables comme des fonctions de T , ρ et Yk :
es = f1(T, ρj) (3.23)
Cv = f2(T, ρj) (3.24)
Rappelons e´galement que :
Cv =
Ç
∂es
∂T
å
ρj
. (3.25)
Le code transporte les variables suivantes : ρU , ρE, ρYk (U est le vecteur vitesse, E est l’e´nergie totale
non chimique, et les Yk sont les fractions massiques des diffe´rentes espe`ces). A chaque avancement en
temps, ces variables sont donc “mises a` jour” (dans la suite, les variables X “mises a` jour” seront note´es
Xnew). C’est a` partir de ces variables que sont de´termine´es toutes les autres variables thermodynamiques
au temps “tnew”.
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FIGURE 3.1: Sche´matisation de la fac¸on dont sont nomme´es les variables.
On a :
ρnew =
∑
k
(ρk)new =
∑
k
(ρYk)new , (3.26)
Enew =
(ρE)new
ρnew
, (3.27)
Unew =
(ρU)new
ρnew
, (3.28)
Yk,new =
(ρYk)new
ρnew
, (3.29)
Wnew =
ñ∑
k
Yk,new
Wk
ô−1
, (3.30)
Ecnew =
1
2
∑
i
U2i , (3.31)
Esnew = Enew − Ecnew (3.32)
Calcul de la tempe´rature au temps “tnew” : Tnew
Ici, nous connaissons la valeur de Esnew, qui d’apre`s l’e´quation (3.23) est e´gale a` :
Esnew = f1(Tnew, ρj,new) (3.33)
Nous sommes e´galement en mesure de calculer les valeurs de deux variables “EsoldT ” et “CvoldT ”
de´finies comme suit :
EsoldT = f1(Told, ρj,new) (3.34)
CvoldT = f2(Told, ρj,new) (3.35)
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Ou` Told est la tempe´rature au temps pre´ce´dent (voir figure 3.1). D’apre`s l’e´quation (3.25), on peut e´crire
que :
Esnew = EsoldT +
∫ Tnew
Told
Cv(T, ρj,new) dT (3.36)
En faisant l’hypothe`se que le Cv varie peu sur l’intervalle
î
Told;Tnew
ó
et peut donc eˆtre conside´re´ comme
constant sur celui-ci, l’e´quation (3.36) devient :
Esnew = EsoldT + CvoldT
∫ Tnew
Told
dT (3.37)
Ce qui nous permet d’obtenir pour la tempe´rature, l’e´quation suivante :
Tnew = Told +
Esnew − EsoldT
CvoldT
(3.38)
Calcul de la pression au temps “tnew” : Pnew
Une fois que la valeur de Tnew a e´te´ de´termine´e, les coefficients de l’e´quation cubique utilise´e sont
calcule´s, puis la pression est calcule´e a` partir de l’e´quation d’e´tat conside´re´e. Les autres variables a`
de´terminer le sont facilement a` partir de celles de´crites ci-dessus.
3.3 Les e´quations e´tendues au formalisme LES
3.3.1 Simulations d’e´coulements turbulents
3.3.1.1 Proble´matique
La re´solution des e´quations de transport introduites pre´ce´demment (voir section 3.1) permet la re´solution
instantane´e de toutes les e´chelles de l’e´coulement, de la plus petite a` la plus grande des structures ren-
contre´es au sein de celui-ci. Comme cela a de´ja` mentionne´ auparavant, une telle approche est appele´e
DNS. En pratique, le calcul d’une configuration re´elle ne peut se faire en utilisant ce type de formalisme,
pour des raisons de couˆt et de temps de calcul. En effet, les e´coulements rencontre´s dans les installations
industrielles, ou meˆme dans certaines configurations de laboratoire, ope`rent a` des re´gimes de turbu-
lence tre`s e´leve´s. La principal caracte´ristique des e´coulements turbulents est la grande multiplicite´ des
e´chelles spatiales et temporelles qui les composent, leur caracte`re instationnaire, et les fortes fluctuations
rencontre´es. La re´solution de toutes ces e´chelles de l’e´coulement ne´cessite un raffinement de maillage
suffisamment fin pour capter les plus petites des e´chelles.
Le niveau de turbulence est ge´ne´ralement e´value´ au travers du nombre de Reynolds (Re). Ce nombre
adimensionne´ met en rapport les forces d’inertie et les forces visqueuses, et est calcule´ de la manie`re
suivante :
Re =
ρuL
µ
=
uL
ν
. (3.39)
Un exemple simple du fort couˆt de calcul que peut repre´senter la simulation de toutes les e´chelles (DNS)
d’un e´coulement peut eˆtre illustre´ avec une le cas Turbulence Homoge`ne Isotrope (THI). Il est possible
de montrer [85] [132] [142] que si L est la taille de l’e´chelle la plus grande, et que le domaine spa-
tial de turbulence e´tudie´ est un cube de coˆte´ L, le nombre de points ne´cessaire a` la re´solution DNS de
l’e´coulement est de l’ordre de ∼ Re9/4. De meˆme, une analyse semblable permet d’estimer le nombre
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FIGURE 3.2: Repre´sentation spectrale des e´chelles re´solues et mode´lise´es en LES.
d’ite´rations ne´cessaires a` la simulation de ce type d’e´coulement sur un temps caracte´ristique de la turbu-
lence qui est de l’ordre de (∼ 80/Re3/4) [132]. Sachant que les configurations industrielles comme les
turbines a` gaz voient des nombres de Reynolds de l’ordre de 104 ∼ 105, et meˆme 107 valeur qui peut
eˆtre rencontre´e dans le domaine de la propulsion spatiale, la simulation directe de telles configurations
industrielles reste hors d’atteinte des moyens de calculs actuels.
3.3.1.2 DNS-LES
Dans la section pre´ce´dente nous avons mis en e´vidence le couˆt de calcul prohibitif que repre´sente un cal-
cul DNS d’une simulation d’e´coulements a` re´gime fortement turbulent. La DNS est donc une me´thode de
re´solution des e´quations de la me´canique des fluides consacre´e aux configurations simples ou a` l’e´tude
de phe´nome`nes isole´s.
En 1963, Smagorinsky [154] propose une me´thode de re´solution des e´quations de Naviers-Stokes qui
consiste en la simulation des plus grandes e´chelles. Les petites e´chelles ne sont pas re´solues mais leurs ef-
fets sont en revanche mode´lise´s. Cette me´thode tire avantage du caracte`re dissipatif des petites structures.
Cette me´thode fait donc intervenir un e´chelle de coupure. Dans la pratique, cette e´chelle caracte´ristique
est de´termine´e par la taille de maille. Les e´chelles de l’e´coulement dont la taille est supe´rieure a` la
discre´tisation spatiale du solveur, sont re´solues, tandis que les plus petites sont mode´lise´s. La figure 3.2
illustre ceci. Cette me´thode pre´sente donc deux avantages majeurs : (1) ce type de calcul permet d’avoir
acce`s a` l’e´volution instationnaire de l’e´coulement, et (2) le couˆt de calcul compare´ a` celui qu’un cal-
cul de type DNS ne´cessiterait peut eˆtre fortement re´duit. Cependant ces avantages ne sont accessibles
qu’apre`s un effort de mode´lisation des phe´nome`nes de sous maille se de´roulant sous la taille de coupure
caracte´ristique.
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3.3.2 Etablissement des e´quations de la LES
L’approche LES est caracte´rise´e par l’e´chelle de coupure qui de´termine les e´chelles re´solues et les
e´chelles mode´lise´es. La se´paration entre les e´chelles re´solues et les e´chelles mode´lise´es s’obtient sui-
vant une ope´ration de filtrage des e´quations re´solues en DNS. Ce filtre est un filtre passe-haut pour les
e´chelles de la turbulence et il est obtenu mathe´matiquement par un produit de convolution dans l’espace
physique
Φ(x, t) =
∫ +∞
−∞
Φ(ξ, t)G∆(x− ξ)d3ξ , (3.40)
ou` Φ(x, t) est la quantite´ filtre´e et G∆(x) est le filtre associe´ a` l’e´chelle ∆. G∆(x) suit la relation suivante
G∆(x− ξ) =
∏
i=1,3
Gi,∆(xi − ξi) . (3.41)
Le filtre doit respecter les conditions de normalisation, line´arite´ et commutativite´ [129]. L’e´volution de
la grandeur Φ peut alors eˆtre de´compose´e en une partie e´voluant aux e´chelles supe´rieures a` ∆, note´e Φ,
et une partie e´voluant aux e´chelles infe´rieures Φ′ :
Φ = Φ+ Φ′. (3.42)
Il est inte´ressant de souligner que l’ope´ration de filtrage ope´re´e lors d’un calcul LES ne repose pas sur
un ope´rateur moyenne de Reynolds, i.e.
Φ(x, t) *= Φ(x, t) et Φ′(x, t) *= 0. (3.43)
Dans le cadre d’un calcul LES, on introduit ge´ne´ralement la notion de filtre de Favre qui correspond a`
une ponde´ration par la densite´ :
‹Φ = ρΦ
ρ
. (3.44)
Les e´quations de transport d’un calcul LES de´crivent l’e´volution des grandeurs filtre´es de l’e´coulement
en s’attachant a` mode´liser l’influence de la partie de sous maille non re´solue. Les e´quations de la LES
sont obtenues en appliquant l’ope´rateur de filtrage de Favre aux e´quations de de transport de la DNS
(voir section 3.1).
E´quation de transport de la quantite´ de mouvement filtre´e
∂ρ¯u˜i
∂t
+
∂ρ¯u˜iu˜j
∂xi
= −∂P (Φ¯)
∂xj
+
∂τ¯ij
∂xi
− ∂
∂xi
[ρ¯(fiuiuj − u˜iu˜j)] (3.45)
E´quation de transport des espe`ces filtre´e
∂ρ¯‹Yk
∂t
+
∂ρ¯u˜i‹Yk
∂xi
=
∂
∂xi
(
ρ¯Dk
W˜k
W˜
∂ ‹Xk
∂xi
)
+ ρ¯ ˜˙ωk − ∂
∂xi
[
ρ¯(fluiYk − u˜i‹Yk)] (3.46)
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E´quation de transport de l’e´nergie totale non chimique filtre´e
∂ρ¯‹E
∂t
+
∂ρ¯u˜i‹E
∂xi
= ρ¯ ˜˙ωT + ∂
∂xi
(
λ¯
∂‹T
∂xi
)
− ∂
∂xi
Ñ
ρ¯
Nsp∑
k=1
h˜s,kDk
W˜k
W˜
∂ ‹Xk
∂xi
é
+
∂
∂xj
(σijui) +
¯˙Q− ∂
∂xi
î
ρ¯(fiuiE − u˜i‹E)ó (3.47)
Φ est le vecteur des variables conservatives : Φ = {ρ, ρui, ρE, ρYk}. Φ¯ repre´sente le champs des va-
riables conservatives re´solu par la LES (implicitement filtre´e par le maillage). Le terme P (Φ¯) repre´sente
la valeur de la pression calcule´e a` partir des valeurs obtenues par le champ des variables conserva-
tives re´solu par la LES graˆce a` l’e´quation d’e´tat utilise´e 1. Le tenseur des contraintes visqueuses τ¯ij est
e´galement calcule´ a` partir des grandeurs filtre´es :
τ¯ij = µ
ñÇ
∂u˜i
∂xj
+
∂u˜j
∂xi
å
− 2
3
∂u˜k
∂xk
δij
ô
. (3.48)
Les coefficients de transport (µ, λ et Dk) sont estime´s a` partir des variables filtre´es : µ = µ(Φ¯), λ = λ(Φ¯)
et Dk = Dk(Φ¯)
2.
Les e´quations de la LES font intervenir des termes de transports convectifs non re´solus : (fiuiuj −
u˜iu˜j), (fluiYk − u˜i‹Yk), et (fiuiE − u˜i‹E) qui ne´cessitent un effort de mode´lisation.
3.3.3 Mode´lisation de la turbulence
Cette section a pour but de pre´senter les diffe´rents mode`les de turbulence utilise´s au cours de la the`se.
Les termes de sous mailles qui ont besoin d’eˆtre mode´lise´s sont :
τ ′ij = ρ¯(fiuiuj − u˜iu˜j), Fk,i = ρ¯(fluiYk − u˜i‹Yk) et Hi = ρ¯(fiuiE − u˜i‹E). (3.49)
L’une des particularite´s des fluides supercritiques est la grande non-line´arite´ de leur thermodynamique.
Au sein d’e´coulements compose´s de tels fluides, l’impact de la thermodynamique est tellement impor-
tante, qu’en the´orie, les mode`les de turbulence classiques devraient eˆtre modifie´s pour tenir compte de
cette thermodynamique. En paralle`le, les diffe´rentes e´tudes de jets supercritiques [119][102][8] ont per-
mis de visualiser des structures particulie`res, qui ne sont pas observe´es pour des jets a` basse pression.
La simulation nume´rique de jets supercritiques met en e´vidence une re´organisation locale de la turbu-
lence due a` la pre´sence des forts gradients de densite´ [4][181]. Par conse´quent, autant du point de vue
the´orique que phe´nome´nologique, les mode`les de turbulence devraient prendre en compte l’e´tat thermo-
dynamique dans lequel se trouve le fluide. Cependant, a` ce jour, seules quelques e´tudes pre´liminaires ont
e´te´ effectue´es en ce sens par l’e´quipe de Bellan [151][163] (voir section 3.3.3.3) et l’e´tude de Schmitt
et al. [146] semble monter que l’utilisation d’un mode`le de turbulence “classique” donne des re´sultats
satisfaisants.
3.3.3.1 Approche de type Boussinesq
L’approche de Boussinesq [6] est une approche phe´nome´nologique, elle consiste a` postuler que les effets
des plus petites e´chelles non re´solues par le maillage du domaine de calcul est similaire a` l’ajout d’une
1. Ceci constitue de´ja` une simplification [151, 163] (cf. section 3.3.3.3).
2. idem.
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viscosite´ aditionnelle. Sous cette hypothe`se, le tenseur de Reynolds τ ′ij peut eˆtre mode´lise´ par un terme
de viscosite´ turbulente :
τ ′ij = 2µt
Ç
S˜ij − 1
3
δijSkk
å
, (3.50)
ou` S˜ij est la partie de´viatrice du tenseur des contraintes associe´es au champs filtre´ et suit la relation :
S˜ij =
1
2
Ç
∂u˜i
∂xj
+
∂u˜j
∂xi
å
(3.51)
La mode´lisation de la turbulence de sous-maille se fait via l’estimation d’une viscosite´ turbulente νt ou
µt (νt = µt/ρ¯). Dans ce contexte, l’unique diffe´rence entre les e´quations de Naviers-Stokes calcule´es
dans un formalisme DNS et dans le formalisme LES est la pre´sence ou non d’une viscosite´ turbulente.
Quatre des cinq mode`les de fermeture pour le terme τ ′ij utilise´s lors de cette the`se sont base´s sur cette
approche. Ces quatre mode`les sont les mode`les de Smagorinsky (classique [154] et dynamique [86])
(appele´ respectivement SM et SMD dans le reste de ce manuscrit) utilise´s par Bellan lors de ces e´tudes
sur la mode´lisation de la turbulence a` haute pression [151][163], le mode`le de Vreman [173] (que nous
noterons VR), ainsi que le mode`le “WALE” (Wall-Adapting Local Eddy-viscosity) [110] utilise´ par
Schmitt et al. [146]. Le 5e`me mode`le utilise´ est base´ sur une similarite´ d’e´chelles mixte [1].
Mode`les de Smagorinsky Le mode`le de sous-maille pre´curseur de Smagorinsky [154], il est base´ sur
l’hypothe`se d’e´quilibre entre la production et la dissipation de l’e´nergie cine´tique au niveau de l’e´chelle
de filtrage. La viscosite´ turbulente qui mode´lise les effets de la turbulence de sous-maille s’exprime ainsi :
νt = (Cs∆)
2|S¯| = (Cs∆)
2
√
2S˜ijS˜ij , (3.52)
ou` |S¯| est la norme du tenseur des de´formations filtre´ S˜ij , Cs est la constante de Smagorinsky et ∆ est la
taille de filtre. Dans notre cas la taille du filtre ∆ est de´termine´e selon la formule suivante :
∆ = f(a1, a2)× (∆x∆y∆z)1/3 , (3.53)
ou` ∆x, ∆y et ∆z sont les tailles locales de grille dans les trois directions de l’espace et f(a1, a2) une
fonction de correction propose´e par Scotti et al. [149] dans le cadre spe´cifique des maillages anisotropes
(a1 et a2 sont les ratios de longueur entre les deux plus petits coˆte´s et le plus long).
Dans l’expression 3.52, Cs est la constante de Smagorinsky. Ce mode`le de turbulence est conside´re´
comme le plus classique dans la litte´rature. Sa large utilisation dans la communaute´ a aussi permis d’en
de´terminer avec pre´cision certains de´fauts. En premier lieu, le choix de la constante Cs est de´pendant
de la configuration d’e´tude : une plage de variation [0.1 − 0.2] est ge´ne´ralement rencontre´e. Lors de
cette the`se, cette constante a e´te´ fixe´e a` 0.15. Ce mode`le est connu pour son comportement parfois trop
dissipatif, sa difficulte´ dans la pre´diction correcte de la transition a` la turbulence et surtout son traitement
incorrect en re´gion proche paroi.
Une ame´lioration de ce mode`le a e´te´ de´veloppe´ et permet de de´finir la constante Cs selon une approche
dynamique [86]. Cette dernie`re approche estime la constante a` partir du champ fluide re´solu en faisant
intervenir une taille de filtre supe´rieure a` ∆. L’estimation de Cs se fait donc de fac¸on dynamique et
locale.
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Mode`le WALE Le mode`le Wall-Adapting Local Eddy-Viscosity (WALE) a e´te´ propose´ par Nicoud
et al. [110] afin d’obtenir un profil de viscosite´ turbulente re´aliste en proche paroi et de pre´dire une
transition a` la turbulence avec pre´cision. Selon le mode`le WALE, la viscosite´ turbulente est obtenue
suivant la relation :
νt = (C
2
w∆)
2
(sdijs
d
ij)
32
(S˜ijS˜ij)5/2 + (sdijs
d
ij)
5/2
, (3.54)
ou` sdij s’e´crit :
sdij =
1
2
Ä
g˜2ij + g˜
2
ji
ä
− 1
3
g˜2kkδij avec g˜
2
ij = g˜ikg˜kj et g˜ij =
∂u˜i
∂xj
.
La valeur de la constante Cw est fixe´e a` 0.5.
Mode`le de Vreman Ce mode`le a e´te´ pre´sente´ par Vreman en 2004 [173]. L’e´criture de la viscosite´
turbulente est la suivante :
νt = 2.5C
2
s
√
Bβ
αijαij
, (3.55)
ou`
αij =
∂u˜j
∂xi
, βij = ∆
2
mαmiαmj , (3.56)
et,
Bβ = β11β22 − β212 + β11β33 − β213 + β22β33 − β223. (3.57)
∆m est la taille locale de la grille dans chacune des directions spatiales.
La fermeture du transport turbulent des espe`ces et de l’e´quation d’e´nergie La mode´lisation adopte´e
pour la fermeture des flux turbulents des espe`ces et de l’e´nergie est faite par analogie avec l’hypothe`se
de Boussinesq, a` savoir que le transfert d’espe`ce/d’e´nergie entre les e´chelles re´solues et les e´chelles
mode´lise´es est similaire a` un me´canisme de diffusion. Les flux turbulents sont donc estime´s a` partir du
gradient des champs re´solus et a` partir d’un nombre de Schmidt et de Prandtl turbulent :
Fk,i = − µt
Sct,k
∂‹Yk
∂xi
et Hi = − µt
Prt
∂‹E
∂xi
. (3.58)
Les valeurs choisies pour ces coefficients sont : Sct,k = Prt = 1.0.
3.3.3.2 Approche de type similarite´ d’e´chelle
Le cinquie`me mode`le utilise´ lors de cette the`se est le mode`le “scale similarity” (que nous noterons SCS
par la suite) [1] base´ sur le principe de similarite´ d’e´chelle. Selon ce mode`le, les flux de sous-mailles
s’expriment de la manie`re suivante :
τ ′ij = ρ¯CSCS
Ä‘˜uiu˜j− ˆ˜ui ˆ˜ujä, Fk,i = ρ¯CSCSÄ’˜Yku˜i− ˆ˜Yk ˆ˜uiä, et Hi = ρ¯CSCSÄ̂˜hu˜i−ˆ˜hˆ˜uiä. (3.59)
Le symbole chapeau (ˆ.) fait re´fe´rence a` un filtrage explicite effectue´ avec une taille de filtre ∆ˆ supe´rieure
a` la taille du maillage local ∆. La taille du filtre explicite est fixe´ a` : ∆ˆ = 2∆. Il est a` noter que ce dernier
mode`le est connu pour eˆtre trop peu dissipatif et doit eˆtre couple´ a` un autre mode`le de turbulence lors
de son utilisation. Dans notre cas, ce mode`le est combine´ avec le mode`le de Smagorinsky dynamique.
La valeur de la constante CSCS a e´te´ fixe´e a` 0.5770, valeur utilise´e par Taskinoglu et al. [163] lors de
l’utilisation d’un filtre explicite deux fois supe´rieur a` la taille de maille.
Les e´quations de l’ae´rothermochimie 79
3.3.3.3 Cas spe´cifique des calculs hautes pressions
Les e´tudes de Bellan et al. [4][151][163][164] portant sur la mode´lisation de la turbulence a` haute pres-
sion, ont montre´ que certains termes habituellement ne´glige´s dans les e´quations filtre´es (au formalisme
de Favre) a` basse pression, pouvaient gagner en importance et meˆme devenir du meˆme ordre de grandeur
que les autres termes de l’e´quation. Ainsi, Taskinoglu et al. [163] fait apparaıˆtre un terme de correction
en pression a` l’e´quation filtre´e de Navier-Stokes pour la quantite´ de mouvement qui se re´e´crit alors :
∂ρ¯u˜i
∂t
+
∂ρ¯u˜iu˜j
∂xi
= −∂P (Φ¯)
∂xj
+
∂τ¯ij
∂xi
− ∂τ¯
′
ij
∂xi
− ∂
∂xi
î
P (Φ¯)− P (Φ)
ó
. (3.60)
Φ est le vecteur des variables conservatives : Φ = {ρ, ρui, ρE, ρYk} et Φ¯ repre´sente le champs des
variables conservatives re´solu par la LES. Le terme P (Φ¯) repre´sente la valeur de la pression calcule´e a`
partir des valeurs re´solues par la LES graˆce a` l’e´quation d’e´tat utilise´e. En revanche, P (Φ) repre´sente la
valeur exacte de la pression filtre´e.
Taskinoglu et al. [163] ont propose´ un mode`le pour mode´liser ce terme de correction en pression. Ce
mode`le est base´ sur un de´veloppement en se´rie de Taylor au premier ordre de P (Φ) et sera ainsi appele´
par la suite le “FOC” (First Order Correction) mode`le. Il s’exprime de la manie`re suivante :
P (Φ) = P̂ (Φ¯) +
∂P
∂Φm
)
Φ=Φ¯
(
Φ¯m − “¯Φm), (3.61)
ou` “¯Φ est calcule´ en filtrant la solution LES. Dans notre e´tude, ce filtrage est effectue´ en utilisant une taille
de filtre e´gale a` deux fois celle du maillage local.
3.4 Solveur nume´rique : SiTCom-B
Le code SiTCom-B (Simulation of Turbulent Combustion with Billions of points) utilise´ au cours de
cette the`se posse`de un sche´ma d’ordre 4 de type “skew symetric” [36] pour la discre´tisation spatiale, et
une me´thode de Runge-Kutta 4 pour l’inte´gration temporelle des e´quations (3.45) a` (3.47). Afin d’e´viter
l’apparition d’oscillations nume´riques parasites (e´galement appele´es “wiggles”) inhe´rentes a` l’utilisation
de sche´ma nume´riques centre´s d’ordre e´leve´, une dissipation artificielle du second et quatrie`me ordre
est utilise´e. Le sche´ma de dissipation artificielle utilise´ [72] [165] est base´ sur l’utilisation d’un senseur
Ψ, originellement base´ sur la pression P [161], afin de localiser les zones ne´cessitant l’application de
la dissipation artificielle. Le lecteur de´sirant obtenir plus de de´tails concernant le sche´ma de dissipation
artificielle utilise´ est invite´ a` lire la the`se de G. Lodato [90]. Le senseur Ψ est ainsi exprime´ de la manie`re
suivante :
Ψi =
|Pi+1 − 2Pi + Pi−1|
(1− ωΨ)PTV D + ωΨPJST + ǫ0
, (3.62)
ou` i est le nume´ro de la cellule conside´re´e et ǫ0 permet de s’assurer que le de´nominateur ne puisse pas
eˆtre nul. Dans notre e´tude, la valeur de ωΨ est fixe´e a` 0.5. Dans cette dernie`re e´quation, on a :
PTV D = |Pi+1 − Pi−1|+ |Pi − Pi−1| et PJST = Pi+1 + 2Pi − Pi−1 . (3.63)
Comme cela a e´te´ vu pre´ce´demment, les e´coulements supercritiques peuvent pre´senter de forts gradients
de densite´ pouvant eux aussi provoquer l’apparition d’oscillations nume´riques parasites (“wriggles”).
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Afin de s’assurer que la dissipation artificielle s’applique e´galement dans ces zones pre´sentant de forts
gradients de densite´, le senseur Ψ a e´te´ modifie´ de la manie`re suivante :
Ψ =
Ψ
p2 +Ψρ
2
Ψp +Ψρ + ǫ0
, (3.64)
avec
Ψ
φ
i =
|φi+1 − 2φi + φi−1|
(1− ωΨ)ΦTV D + ωΨΦJST + ǫ0
, avec φ = {ρ, P}. (3.65)
De la meˆme manie`re que pour PTV D et PJST , on a :
ΦTV D = |φi+1 − φi|+ |φi − φi−1| and ΦJST = φi+1 + 2φi + φi−1. (3.66)
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Chapitre 4
Ge´ne´ralisation du formalisme des
conditions aux limites caracte´ristiques
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Le formalisme des conditions aux limites caracte´ristiques, appele´es e´galement conditions NSCBC
pour “Navier-Stokes Characteristic Boundary Conditions”, a e´te´ de´veloppe´ par Poinsot et Lele [130]. Ce
formalisme a pour but d’estimer les flux au niveau des limites du domaine de calcul utilise´, a` partir des
champs de variables re´solues au sein du domaine de calcul et du type de conditions aux limites souhaite´
(entre´e/sortie, subsonique/supersonique,...), tout en e´tant compatible avec les sche´mas nume´riques haute
pre´cision et tre`s peu dissipatifs largement utilise´s de nos jours dans la communaute´ scientifique pour la
simulation d’e´coulements turbulents. Ces sche´mas tre`s pre´cis ne´cessitent des conditions aux limites per-
mettant d’e´viter la pre´sence d’instabilite´s nume´riques et la re´flexion ou ge´ne´ration d’ondes de pression
au sein du domaine de calcul, celles ci pouvant avoir un fort impact sur la simulation nume´rique dans
son ensemble. Leur approche repose sur les hypothe`ses que l’e´coulement au niveau de la condition aux
limites est unidirectionnel et a e´te´ de´veloppe´e dans le cadre d’un e´coulement de fluide de type gaz par-
fait. L’approche NSCBC permet ainsi l’estimation des flux convectifs au niveau de la limite conside´re´e
en utilisant la de´composition des e´quations d’Euler en ondes caracte´ristiques. Les conditions aux limites
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de type NSCBC ont e´te´ sujettes a` quelques ame´liorations : (1) elles ont e´te´ adapte´es au formalisme des
gaz re´els par Okong’o et Bellan [114] toujours en utilisant l’hypothe`se de la pre´sence d’un e´coulement
unidimensionnel au niveau de la limite ; et (2) Lodato et al. [90][89] a e´tendu le formalisme de ces condi-
tions NSCBC a` la prise en compte des termes transverses (non normaux a` la limite) permettant d’e´tendre
leur utilisation aux cas d’e´coulements fortement turbulents et ainsi fortement non mono-dimensionnels.
Les conditions de ce type sont appele´es NSCBC-3D. Cette extension n’avait alors e´te´ effectue´e que dans
le cadre d’un e´coulement de fluide parfait. Re´cemment, et en paralle`le au travaux effectue´s durant cette
the`se, Coussement [26] a pallie´ a` ce proble`me en couplant le formalisme des conditions NSCBC-3D a`
celui des gaz re´els.
L’approche de´veloppe´e au cours de cette the`se est la ge´ne´ralisation des conditions NSCBC a` tout type
de formalisme (gaz parfaits ou non) et a` la prise en compte des termes transverses ou non. Dans un
premier temps, la de´composition des e´quations d’Euler en ondes caracte´ristiques utilisant un forma-
lisme ge´ne´ral valable quelque soit l’e´quation d’e´tat utilise´e est pre´sente´e. Puis le traitement de diffe´rents
types de conditions aux limites est ensuite aborde´. Les contions limites traite´es se cantonnent au cas des
entre´es ou sorties, subsoniques ou supersoniques, et re´fle´chissantes ou non re´fle´chissantes. Le lecteur
s’inte´ressant a` une varie´te´ plus large de conditions aux limites est amener a` consulter les travaux de
Coussement et al. [27, 26] et Lodato et al. [90][89].
4.1 De´composition ge´ne´rale en ondes caracte´ristiques
4.1.1 Ecriture des e´quations d’Euler sous forme conservative
Le traitement des conditions NSCBC est effectue´ dans la base directe orthonorme´e locale B =
(xn, xs1 , xs2) obtenue par une simple ope´ration de rotation de la base carte´sienne propre au domaine
de calcul E = (x1, x2, x3). xn est le vecteur unitaire normal a` la surface traite´e comme une condition
limite, dirige´ vers l’exte´rieur du domaine. Les deux autres vecteurs xs1 et xs2 sont de´finis de tel manie`re
que la base B soit une base orthonorme´e directe. Au sein de cette base locale, les e´quations d’Euler sont
e´crites sous la forme suivante :
∂U
∂t
+
∂F i
∂xi
= 0 , (4.1)
ou` U = [ρun, ρus1 , ρus2 , ρE, ρYk]
T est le vecteur des variables conservatives . Notons que le symbole
T est utilise´ pour la transpose´e. un, us1 et us2 sont les composantes de la vitesse exprime´es dans la base
B. Les F j repre´sentent les vecteurs des flux convectifs des variables conservatives et s’expriment ainsi :
Fn =

ρunun + P
ρunus1
ρunus2
ρunE + unP
ρunYk
 (4.2)
F s1 =

ρus1un
ρus1us1 + P
ρus1us2
ρus1E + us1P
ρus1Yk
 , F
s2 =

ρus2un
ρus2us1
ρus2us2 + P
ρus2E + us2P
ρus2Yk
 (4.3)
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E est l’e´nergie totale non chimique de´finie comme la somme de l’e´nergie sensible (ρes = ρhs − p) et
l’e´nergie cine´tique (ec = ρu
2/2). L’e´quation (4.1) peut e´galement se re´e´crire :
∂U
∂t
+Mn +Ms1 +Ms2 = 0 , (4.4)
ou` Mi =
∂F i
∂xi
est le vecteur gradient des flux convectifs des variables conservatives.
4.1.2 Passage des variables conservatives aux variables primitives
De´finissons le vecteur des variables primitives V = [un, us1 , us2 , p, ρk]
∗. La matrice jacobienne
J permettant le passage des variables conservatives aux variables primitives est de´finie de la manie`re
suivante :
J =
dU
dV
et J −1 =
dV
dU
. (4.5)
On obtient pour cette matrice J :
J =

ρ 0 0 0 un · · · un
0 ρ 0 0 us1 · · · us1
0 0 ρ 0 us2 · · · us2
ρun ρus1 ρus2 JP Jρ1 · · · JρNsp
0 0 0 0 1 · · · 0
...
...
...
...
...
. . .
...
0 0 0 0 0 · · · 1

(4.6)
J −1 =

1
ρ
0 0 0 −un
ρ
· · · −un
ρ
0 1
ρ
0 0 −us1
ρ
· · · −us1
ρ
0 0 1
ρ
0 −us2
ρ
· · · −us2
ρ
− un
JP
−us1
JP
−us2
JP
1
JP
(u2n+u
2
s1+u
2
s2)−Jρ1
JP
· · ·
(u2n+u
2
s1+u
2
s2)−JρNsp
JP
0 0 0 0 1 · · · 0
...
...
...
...
...
. . .
...
0 0 0 0 0 · · · 1

(4.7)
Les variables JP et Jρk sont de´finis par :
JP =
∂ρE
∂P
∣∣∣∣
u,v,w,ρk
= ρ
∂hs
∂P
∣∣∣∣
ρk
− 1 (4.8)
Jρi =
∂ρE
∂ρi
∣∣∣∣
u,v,w,P,ρj "=i
= hs + ρ
∂hs
∂ρi
∣∣∣∣
P,ρj "=i
+ ec (4.9)
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A` partir de ces de´finitions, et a` l’aide de l’e´quation (2.106), on obtient finalement pour JP et Jρi :
JP = ρCv
ñ
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρk
ô−1
. (4.10)
Jρi = e˜s,i − ρCv
∂P
∂ρi
∣∣∣∣
T,ρj "=i
ñ
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρj
ô−1
+ ec . (4.11)
4.1.3 Ecriture des e´quations d’Euler sous forme primitive
De´finissons maintenant les matrices Ci tel que Ci =
dF i
dV . On obtient :
Cn =

2ρun 0 0 1 u
2
n · · · u
2
n
ρus1 ρun 0 0 unus1 · · · unus1
ρus2 0 ρun 0 unus2 · · · unus2
ρE + ρu2n + P ρunus1 ρunus2 un(1 + JP ) unJρ1 · · · unJρNsp
ρ1 0 0 0 un · · · 0
...
...
...
...
...
. . .
...
ρNsp 0 0 0 0 · · · un

, (4.12)
Cs1 =

ρus1 ρun 0 0 unus1 · · · unus1
0 2ρus1 0 1 u
2
s1 · · · u
2
s1
0 ρus2 ρus1 0 us1us2 · · · us1us2
ρunus1 ρE + u
2
s1 + P ρus1us2 us1(1 + JP ) us1Jρ1 · · · us1JρNsp
0 ρ1 0 0 us1 · · · 0
...
...
...
...
...
. . .
...
0 ρNsp 0 0 0 · · · us1

, (4.13)
Cs2 =

ρus2 0 ρun 0 unus2 · · · unus2
0 ρus2 ρus1 0 us1us2 · · · us1us2
0 0 2ρus2 1 u
2
s2 · · · u
2
s2
ρunus2 ρus1us2 ρE + u
2
s2 + P us2(1 + JP ) us2Jρ1 · · · us2JρNsp
0 0 ρ1 0 us2 · · · 0
...
...
...
...
...
. . .
...
0 0 ρNsp 0 0 · · · us2

. (4.14)
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L’e´quation d’Euler (4.4) peut maintenant se re´e´crire :
∂U
∂t
+ Cn
∂V
∂xn
+ Cs1
∂V
∂xs1
+ Cs2
∂V
∂xs2
= 0 . (4.15)
D’apre`s la de´finition de la matrice J , cette dernie`re e´quation peut eˆtre re´e´crite sous forme quasi-line´aire :
∂V
∂t
+An
∂V
∂xn
+As1
∂V
∂xs1
+As2
∂V
∂xs2
= 0 , (4.16)
ou encore :
∂V
∂t
+Nn +Ns1 +Ns2 = 0 , (4.17)
ou` Ni = Ai
∂V
∂xi
et ou` les matrices Ai sont de´finies par : Ai = J
−1Ci. On obtient alors pour ces dernie`res :
An =

un 0 0
1
ρ
0 · · · 0
0 un 0 0 0 · · · 0
0 0 un 0 0 · · · 0
ρc˜2 0 0 un 0 · · · 0
ρ1 0 0 0 un · · · 0
...
...
...
...
...
. . .
...
ρNsp 0 0 0 0 · · · un

, (4.18)
As1 =

us1 0 0 0 0 · · · 0
0 us1 0
1
ρ
0 · · · 0
0 0 us1 0 0 · · · 0
0 ρc˜2 0 us1 0 · · · 0
0 ρ1 0 0 us1 · · · 0
...
...
...
...
...
. . .
...
0 ρNsp 0 0 0 · · · us1

, (4.19)
As2 =

us2 0 0 0 0 · · · 0
0 us2 0 0 0 · · · 0
0 0 us2
1
ρ
0 · · · 0
0 0 ρc˜2 us2 0 · · · 0
0 0 ρ1 0 us2 · · · 0
...
...
...
...
...
. . .
...
0 0 ρNsp 0 0 · · · us2

, (4.20)
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avec :
ρc˜2 =
P + ρE −∑Nspk=1 ρkJρk
JP
. (4.21)
4.1.4 Vitesse du son
Nous allons nous attacher dans cette section a de´montrer que c˜ est la vitesse du son au sein du
me´lange conside´re´. En utilisant les e´quations (4.8) et (4.9), l’e´quation (4.21) peut se re´e´crire :
c˜2 =
−∑Nspk=1 ρk ∂hs∂ρk ∣∣∣P,ρj "=k
ρ ∂hs
∂P
∣∣∣
ρk
− 1
. (4.22)
En utilisant les e´quations (2.110) et (2.102), le nume´rateur de l’e´quation (4.22) est re´-e´crit :
−
Nsp∑
k=1
ρk
∂hs
∂ρk
∣∣∣∣
P,ρj "=k
=
Nsp∑
k=1
ρk
Å
P
ρ2
− CT,k
ã+ ρCv ñ ∂P
∂T
∣∣∣∣
ρk
ô−1
∂P
∂ρ
∣∣∣∣
T,Yk
. (4.23)
En combinant cette dernie`re e´quation avec l’e´quation (2.114), on arrive a` :
−
Nsp∑
k=1
ρk
∂hs
∂ρk
∣∣∣∣
P,ρj "=k
= ρCp
ñ
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρk
ô−1
∂P
∂ρ
∣∣∣∣
T,Yk
. (4.24)
En utilisant maintenant l’e´quation (2.109) pour exprimer le de´nominateur de l’e´quation (4.22), on arrive
a` :
c˜2 =
Cp
Cv
∂P
∂ρ
∣∣∣∣
T,Yk
, (4.25)
ce qui correspond a` la de´finition de la vitesse du son donne´e par Meng et Yang [105].
4.1.5 Adimensionnement des diffe´rentielles des variables primitives et conservatives
Introduisons maintenant les diffe´rentielles adimensionne´es des variables primitives de´finies comme :
d‹V = (dun/c˜, dus1/c˜, dus2/c˜, dP/ρc˜2, dρk/ρ)∗ = P−1dV , (4.26)
avec
P−1 =

1
c˜ 0 0 0 0 · · · 0
0 1c˜ 0 0 0 · · · 0
0 0 1c˜ 0 0 · · · 0
0 0 0 1
ρc˜2
0 · · · 0
0 0 0 0 1
ρ
· · · 0
...
...
...
...
...
. . .
...
0 0 0 0 0 · · · 1
ρ

. (4.27)
Les diffe´rentielles adimensionne´es des variables conservatives sont quant a` elles de´finies comme :
d‹U = (dρun/ρc˜, dρus1/ρc˜, dus2/ρc˜, dρE/ρc˜2, dρk/ρ)∗ = Q−1dU , (4.28)
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avec
Q−1 =

1
ρc˜ 0 0 0 0 · · · 0
0 1
ρc˜ 0 0 0 · · · 0
0 0 1
ρc˜ 0 0 · · · 0
0 0 0 1
ρc˜2
0 · · · 0
0 0 0 0 1
ρ
· · · 0
...
...
...
...
...
. . .
...
0 0 0 0 0 · · · 1
ρ

. (4.29)
Il nous est maintenant possible d’e´crire :
d‹U = (Q−1.J .P) d‹V , (4.30)
avec
(Q−1.J .P) =

1 0 0 0 unc˜ · · ·
un
c˜
0 1 0 0 us1c˜ · · ·
us1
c˜
0 0 1 0 us2c˜ · · ·
us2
c˜
un
c˜
us1
c˜
us2
c˜ JP
Jρ1
c˜2
· · ·
JρNsp
c˜2
0 0 0 0 1 · · · 0
...
...
...
...
...
. . .
...
0 0 0 0 0 · · · 1

; (4.31)
ou encore :
d‹V = (P−1.J −1.Q) d‹U , (4.32)
avec
(P−1.J −1.Q) =

1 0 0 0 −unc˜ · · · −unc˜
0 1 0 0 −us1c˜ · · · −us1c˜
0 0 1 0 −us2c˜ · · · −us2c˜
un
c˜JP
us1
c˜JP
us2
c˜JP
1
JP
2ec−Jρ1
c˜2JP
· · ·
2ec−JρNsp
c˜2JP
0 0 0 0 1 · · · 0
...
...
...
...
...
. . .
...
0 0 0 0 0 · · · 1

. (4.33)
4.1.6 Ecriture des e´quations d’Euler sous forme primitive adimensionne´e
Il est possible de re´e´crire les e´quations (4.16) et (4.17) de la manie`re suivante :
∂‹V
∂t
+ ‹An ∂‹V
∂xn
+ ‹As1 ∂‹V
∂xs1
+ ‹As2 ∂‹V
∂xs2
= 0 , (4.34)
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∂‹V
∂t
+ N˜n + N˜s1 + N˜s2 = 0 , (4.35)
ou` N˜i = ‹Ai ∂V˜∂xi et ou` les matrices ‹Ai sont de´finies par : ‹Ai = (P−1.An.P). On obtient alors pour ces
dernie`res :
‹An =

un 0 0 c˜ 0 · · · 0
0 un 0 0 0 · · · 0
0 0 un 0 0 · · · 0
c˜ 0 0 un 0 · · · 0
c˜ρ1
ρ
0 0 0 un · · · 0
...
...
...
...
...
. . .
...
c˜ρNsp
ρ
0 0 0 0 · · · un

, (4.36)
‹As1 =

us1 0 0 0 0 · · · 0
0 us1 0 c˜ 0 · · · 0
0 0 us1 0 0 · · · 0
0 c˜ 0 us1 0 · · · 0
0 c˜ρ1
ρ
0 0 us1 · · · 0
...
...
...
...
...
. . .
...
0
c˜ρNsp
ρ
0 0 0 · · · us1

, (4.37)
‹As2 =

us2 0 0 0 0 · · · 0
0 us2 0 0 0 · · · 0
0 0 us2 c˜ 0 · · · 0
0 0 c˜ us2 0 · · · 0
0 0 c˜ρ1
ρ
0 us2 · · · 0
...
...
...
...
...
. . .
...
0 0
c˜ρNsp
ρ
0 0 · · · us2

, (4.38)
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4.1.7 De´finitions des variables caracte´ristiques
La matrice ‹An posse`de (4 +Nsp) valeurs propres λm qui sont donne´es avec un exemple de vecteurs
propres “a` droite” rm :
λ1 = un + c˜ ; r1 =
î
1/2, 0, 0, 1/2, ρ1/(2ρ), . . . , ρNsp/(2ρ)
ó∗
,
λ2 = un − c˜ ; r2 =
î
−1/2, 0, 0, 1/2, ρ1/(2ρ), . . . , ρNsp/(2ρ)
ó∗
,
λ3 = un ; r3 = [0, 1, 0, 0, 0, . . . , 0]
∗ ,
λ4 = un ; r4 = [0, 0, 1, 0, 0, . . . , 0]
∗ ,
λ5 = un ; r5 = [0, 0, 0, 0,−1, . . . , 0]∗ ,
...
λ4+Nsp = un ; r4+Nsp = [0, 0, 0, 0, 0, . . . ,−1]∗ .
Chacun de ces vecteurs propres ve´rifie : ‹An.rm = λm.rm. Ces diffe´rents vecteurs propres peuvent eˆtre
regroupe´s en colonne pour former la matrice de transformation ‹X :
‹X =

1
2 −12 0 0 0 · · · 0
0 0 1 0 0 · · · 0
0 0 0 1 0 · · · 0
1
2
1
2 0 0 0 · · · 0
ρ1
2ρ
ρ1
2ρ 0 0 −1 · · · 0
...
...
...
...
...
. . .
...
ρNsp
2ρ
ρNsp
2ρ 0 0 0 · · · −1

. (4.39)
L’inversion de la matrice ‹X nous donnent la matrice ‹X−1 dont les lignes nous donnent les vecteurs
propres “a` gauche” :
‹X−1 =

1 0 0 1 0 · · · 0
−1 0 0 1 0 · · · 0
0 1 0 0 0 · · · 0
0 0 1 0 0 · · · 0
0 0 0 ρ1
ρ
−1 · · · 0
...
...
...
...
...
. . .
...
0 0 0
ρNsp
ρ
0 · · · −1

. (4.40)
La matrice ‹An peut ainsi s’e´crire : ‹An = ‹X .Λ. ‹X−1, ou` la matrice Λ est la matrice diagonale compose´e
des valeurs propres de ‹An. Les diffe´rentielles adimensionne´es des variables caracte´risitiques sont de´finies
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comme suit :
dW˜ = ‹X−1 . d‹V =

dW˜+
dW˜−
dW˜ s1
dW˜ s2
dW˜S1
...
dW˜SNsp

=

dP
ρc˜2
+ dunc˜
dP
ρc˜2
− dunc˜
dus1
c˜
dus2
c˜
dP
ρc˜2
ρ1
ρ
− dρ1
ρ
...
dP
ρc˜2
ρNsp
ρ
− dρNsp
ρ

(4.41)
Il vient alors :
dW˜ = (X−1.P−1) dV et, d‹V = (P.X ) dV , (4.42)
avec
(X−1.P−1) =

1
c˜ 0 0
1
ρc˜2
0 · · · 0
−1c˜ 0 0 1ρc˜2 0 · · · 0
0 1c˜ 0 0 0 · · · 0
0 0 1c˜ 0 0 · · · 0
0 0 0 ρ1
ρ2c˜2
−1
ρ
· · · 0
...
...
...
...
...
. . .
...
0 0 0
ρNsp
ρ2c˜2
0 · · · −1
ρ

, (4.43)
(P.X ) =

c˜
2 − c˜2 0 0 0 · · · 0
0 0 c˜ 0 0 · · · 0
0 0 0 c˜ 0 · · · 0
ρc˜2
2
ρc˜2
2 0 0 0 · · · 0
ρ1
2
ρ1
2 0 0 −ρ · · · 0
...
...
...
...
...
. . .
...
ρNsp
2
ρNsp
2 0 0 0 · · · −ρ

, (4.44)
4.1.8 Ecriture des e´quations d’Euler sous forme caracte´ristique adimensionne´e
Les e´quations (4.34) et (4.35) sont exprime´es de la manie`re suivante :
∂W˜
∂t
+ B˜n
∂W˜
∂xn
+ B˜s1
∂W˜
∂xs1
+ B˜s2
∂W˜
∂xs2
= 0 , (4.45)
∂W˜
∂t
+ L˜n + L˜s1 + L˜s2 = 0 , (4.46)
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ou` L˜i = B˜i
∂‹W
∂xi
et ou` les matrices B˜i sont de´finies par : B˜i = ( ‹X−1. ‹Ai. ‹X ). On obtient alors pour ces
dernie`res :
B˜n = Λ =

un + c˜ 0 0 c˜ 0 · · · 0
0 un − c˜ 0 0 0 · · · 0
0 0 un 0 0 · · · 0
0 0 0 un 0 · · · 0
0 0 0 0 un · · · 0
...
...
...
...
...
. . .
...
0 0 0 0 0 · · · un

, (4.47)
B˜s1 =

us1 0 c˜ 0 0 · · · 0
0 us1 c˜ 0 0 · · · 0
c˜
2
c˜
2 us1 0 0 · · · 0
0 0 0 us1 0 · · · 0
0 0 0 0 us1 · · · 0
...
...
...
...
...
. . .
...
0 0 0 0 0 · · · us1

, (4.48)
B˜s2 =

us2 0 0 c˜ 0 · · · 0
0 us2 0 c˜ 0 · · · 0
0 0 us2 0 0 · · · 0
c˜
2
c˜
2 0 us2 0 · · · 0
0 0 0 0 us2 · · · 0
...
...
...
...
...
. . .
...
0 0 0 0 0 · · · us2

. (4.49)
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On obtient donc pour les L˜i = (L˜
+
i , L˜
−
i , L˜
s1
i , L˜
s2
i , L˜
S1
i , L˜
SNsp
i )
∗ :
L˜n =

L˜+n
L˜−n
L˜s1n
L˜s2n
L˜S1n
...
L˜
SNsp
n

=

un+c
ρc2
∂p
∂xn
+ un+cc
∂un
∂xn
un−c
ρc2
∂p
∂xn
− un−cc ∂un∂xn
un
c
∂us1
∂xn
un
c
∂us2
∂xn
unY1
ρc2
∂p
∂xn
− un
ρ
∂ρ1
∂xn
...
unYNsp
ρc2
∂p
∂xn
− un
ρ
∂ρNsp
∂xn

, (4.50)
L˜s1 =

L˜+s1
L˜−s1
L˜s1s1
L˜s2s1
L˜S1s1
...
L˜
SNsp
s1

=

us1
ρc2
∂p
∂xs1
+
us1
c
∂un
∂xs1
+
∂us1
∂xs1
us1
ρc2
∂p
∂xs1
− us1c ∂un∂xs1 +
∂us1
∂xs1
1
ρc
∂p
∂xs1
+
us1
c
∂us1
∂xs1
us1
c
∂us2
∂xs1
us1Y1
ρc2
∂p
∂xs1
− us1
ρ
∂ρ1
∂xs1
...
us1YNsp
ρc2
∂p
∂xs1
− us1
ρ
∂ρNsp
∂xs1

, (4.51)
L˜s2 =

L˜+s2
L˜−s2
L˜s1s2
L˜s2s2
L˜S1s2
...
L˜
SNsp
s2

=

us2
ρc2
∂p
∂xs2
+
us2
c
∂un
∂xs2
+
∂us2
∂xs2
us2
ρc2
∂p
∂xs2
− us2c ∂un∂xs2 +
∂us2
∂xs2
us2
c
∂us1
∂xs2
1
ρc
∂p
∂xs2
+
us2
c
∂us2
∂xs2
us2Y1
ρc2
∂p
∂xs2
− us2
ρ
∂ρ1
∂xs2
...
us2YNsp
ρc2
∂p
∂xs2
− us2
ρ
∂ρNsp
∂xs2

, (4.52)
Les L˜∗ sont appele´s “ondes caracte´ristiques”.
4.1.9 Relations entre les diffe´rents vecteurs de flux convectif des diffe´rentes formes de
l’e´quation d’Euler
Il est possible de relier les diffe´rents vecteurs de flux convectif des diffe´rentes formes de l’e´quation
d’Euler (Mi, Ni, N˜i et L˜i, ou` i ∈ [n, s1, s2]) par :
Ni = (P. ‹X ) L˜i ou L˜i = ( ‹X−1.P−1) Ni, (4.53)
Mi = J .(P. ‹X ) L˜i ou L˜i = ( ‹X−1.P−1).J −1 Mi, (4.54)
N˜i = ‹X .L˜i ou L˜i = ‹X−1.N˜i. (4.55)
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4.1.10 Re´e´criture des e´quations d’Euler
Les e´quations d’Euler peuvent alors eˆtre re´e´crite de la manie`re suivante :
∂‹V
∂t
+ ‹XL˜n + ‹XL˜s1 + ‹XL˜s2 = 0 , (4.56)
ou alors, en notant L˜ = L˜n + L˜s1 + L˜s2 :
∂‹V
∂t
+ ‹X .L˜ = 0 . (4.57)
On a :
‹X .L˜ =

1
2
Ä
L˜+ − L˜+
ä
L˜s1
L˜s2
1
2
Ä
L˜+ + L˜−
ä
ρ1
2ρ
Ä
L˜+ + L˜−
ä
− L˜S1
...
ρNsp
2ρ
Ä
L˜+ + L˜−
ä
− L˜SNsp

, (4.58)
ou` L˜∗ = L˜∗n+L˜
∗
s1+L˜
∗
s2 avec ∗ ∈ [+,−, s1, s2, Sk]. De manie`re explicite, l’e´quation (4.57) nous donne :
∂un
∂t
= − c˜
2
Ä
L˜+ − L˜−
ä
, (4.59)
∂us1
∂t
= −c˜L˜s1 , (4.60)
∂us2
∂t
= −c˜L˜s2 , (4.61)
∂P
∂t
= −ρc˜
2
2
Ä
L˜+ + L˜−
ä
, (4.62)
∂ρk
∂t
= ρL˜Sk − ρk
2
Ä
L˜+ + L˜−
ä
. (4.63)
En combinant ces dernie`res e´quations, et en utilisant les relations thermodynamiques pre´sente´es a` la
section 2.3, des e´quations additionnelles peuvent eˆtre de´rive´es pour les fractions massiques Yk, la densite´
ρ, et la tempe´rature T :
∂Yk
∂t
= L˜Sk − YkL˜S avec L˜S =
Nsp∑
k=1
L˜Sk , (4.64)
∂ρ
∂t
=
Nsp∑
k=1
∂ρk
∂t
= ρL˜S − ρ
2
Ä
L˜+ + L˜−
ä
, (4.65)
∂T
∂t
=
ñ
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρk
ô−1 ρc˜2
2
Ç
Cv
Cp
− 1
åÄ
L˜+ + L˜−
ä
− ρ
Nsp∑
k=1
∂P
∂ρk
∣∣∣∣
T,ρj "=k
L˜Sk
 . (4.66)
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4.2 Traitement des conditions aux limites caracte´ristiques
4.2.1 Principes
Le but du traitement NSCBC des conditions aux limites est le traitement du vecteur gradient des flux
convectifs des variables conservatives Mn :
Mn =

Munn
Mus1n
Mus2n
MρEn
Mρ1n
...
M
ρNsp
n

=

∂
∂xn
(ρunun + P )
∂
∂xn
(ρunus1)
∂
∂xn
(ρunus2)
∂
∂xn
(ρunE + unP )
∂
∂xn
(ρunY1)
...
∂
∂xn
Ä
ρunYNsp
ä

. (4.67)
On cherche a` imposer des conditions physiques propre a` la condition limite conside´re´e (entre´e, sortie,. . .).
Le fait est que la prescription directe de ces conditions sur les gradients Mn n’est pas triviale. En re-
vanche, il est plus facile d’imposer ces conditions limites sur les gradients L˜n comme nous allons voir
un peu plus loin.
Dans le cas du traitement des conditions aux limites NSCBC, on va chercher a` imposer les ondes ca-
racte´ristiques entrantes dans le domaine en tenant compte du type de condition limite conside´re´e. Ces
ondes entrantes ou sortantes ne peuvent eˆtre que les ondes L˜+n , L˜
−
n , L˜
s1
n , L˜
s2
n et/ou L˜
Sk
n puisque ce sont
les seules qui se de´placent paralle`lement a` la normale a` la condition limite conside´re´e. En effet, leurs
vitesses caracte´ristiques sont respectivement un + c˜, un − c˜, un, un et un (Eq. (4.47)). Les ondes L˜∗s1 et
L˜∗s2 quant a` elles, ne se de´placent que dans les plans transverses a` la condition limite. Elles ne quittent ou
entrent jamais le domaine et ne sont donc pas traite´es. Ces ondes transverses doivent eˆtre tout de meˆme
calcule´es car l’estimation des ondes normales entrantes peut se faire dans certains cas a` partir de ces
ondes transverses comme nous allons le voir dans la section suivante.
Les ondes caracte´ristiques sortantes et transverses sont calcule´es a` partir de la combinaison des gradients
des variables primitives en suivant leur de´finition donne´e par les e´quations (4.50), (4.51) et (4.52). Les
ondes entrantes sont estime´es a` partir des ces ondes sortantes et dans certains cas transverses (voir section
suivante) ; mais aussi a` partir de valeur de re´fe´rence que l’on souhaite imposer a` un jeu de variables primi-
tives de re´fe´rence. Dans la formulation utilise´e dans cette the`se, le jeu de variables primitives sur lequel
l’on cherche a` jouer au niveau des conditions aux limites est la vitesse (un, us1 , et us2), la tempe´rature
T , la pression P et la composition du me´lange traduite par les fractions massiques Yk.
Une fois toutes les ondes L˜n calcule´es, les gradients Mn sont estime´s directement a` l’aide de l’e´quation
(4.54).
Le traitement des conditions aux limites peut eˆtre re´sume´ de la manie`re suivante :
• calcul des gradients des variables primitives dans la base locale B = (xn, xs1 , xs2) au niveau de la
condition limite,
• calcul des ondes caracte´ristiques L˜+n,s1,s2 , L˜
−
n,s1,s2 , L˜
s1
n,s1,s2 , L˜
s2
n,s1,s2 et L˜
Sk
n,s1,s2 ,
• calcul des Mn a` partir des ondes caracte´ristiques (Eq. (4.54)).
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4.2.2 Traitement des ondes caracte´ristiques normales (‹L∗n)
4.2.2.1 Cas d’une sortie supersonique
Dans ce cas tre`s simple, toutes les ondes caracte´ristiques normales sortent du domaine de calcul
et peuvent ainsi eˆtre calcule´es a` partir de l’inte´rieur du domaine. Par conse´quent toutes ces ondes sont
calcule´es a` partir de l’e´quation (4.50).
4.2.2.2 Cas d’une entre´e supersonique
Dans ce cas ci, toutes les ondes normales a` la condition limite sont entrantes. Le calcul de celles-ci
ne peut donc pas se faire a` partir de l’e´quation (4.50) mais est effectue´ a` partir du jeu de variables de
re´fe´rence que l’on cherche a` imposer au niveau de la condition limite (un, us1 , us2 , T , P ). Ceci est re´alise´
a` l’aide d’une me´thode de relaxation :
∂un
∂t
= −τ−1un ∆un , (4.68)
∂us1
∂t
= −τ−1us1∆us1 , (4.69)
∂us2
∂t
= −τ−1us2∆us2 , (4.70)
∂P
∂t
= −τ−1P ∆P , (4.71)
∂T
∂t
= −τ−1T ∆T , (4.72)
∂Yk
∂t
= −τ−1Y ∆Yk , (4.73)
avec ∆Φ = Φcell − Φref . Φref est la valeur de re´fe´rence que l’on cherche a` imposer au niveau de la
condition limite, tandis que Φcell est la valeur obtenue par le calcul au niveau de la condition limite.
τΦ est un parame`tre de relaxation et posse`de les dimensions d’un temps. Notons que ce coefficient de
relaxation est le meˆme pour toute les espe`ces : τY . Il nous est maintenant possible d’e´crire a` partir des
e´quations (4.59), (4.60), (4.61), (4.62), (4.64) et (4.66) :
− τ−1un ∆un = −
c˜
2
Ä
L˜+ − L˜−
ä
, (4.74)
− τ−1us1∆us1 = −c˜L˜
s1 , (4.75)
− τ−1us2∆us2 = −c˜L˜
s2 , (4.76)
− τ−1P ∆P = −
ρc˜2
2
Ä
L˜+ + L˜−
ä
, (4.77)
− τ−1Y ∆Yk = L˜Sk − YkL˜S avec L˜S =
Nsp∑
k=1
L˜Sk , (4.78)
− τ−1T ∆T =
ñ
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρj
ô−1 ρc˜2
2
Ç
Cv
Cp
− 1
åÄ
L˜+ + L˜−
ä
− ρ
Nsp∑
k=1
∂P
∂ρk
∣∣∣∣
T,ρj "=k
L˜Sk
 . (4.79)
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On cherche maintenant a` exprimer les diffe´rents L˜∗n (∗ = +,−, s1, s2, Sk) en fonction de ce que l’on
impose. La combinaisons des six e´quations pre´ce´dentes nous conduit a` :
L˜+n = τ
−1
P
∆P
ρc˜2
+ τ−1un
∆un
c˜
+ (βt − 1)
Ä
L˜+s1 + L˜
+
s2
ä
, (4.80)
L˜−n = τ
−1
P
∆P
ρc˜2
− τ−1un
∆un
c˜
+ (βt − 1)
Ä
L˜−s1 + L˜
−
s2
ä
, (4.81)
L˜s1n = τ
−1
us1
∆us1
c˜
+ (βt − 1)
Ä
L˜s1s1 + L˜
s1
s2
ä
, (4.82)
L˜s2n = τ
−1
us2
∆us2
c˜
+ (βt − 1)
Ä
L˜s2s1 + L˜
s2
s2
ä
, (4.83)
L˜Skn = YkL˜
S
n − τ−1Yk ∆Yk + (βt − 1)
Ä
L˜Sks1 + L˜
Sk
s2
ä
, (4.84)
avec
L˜Sn =
Å
1− Cp
Cv
ã
τ−1P
∆P
ρc˜2
+
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρk
Cp
Cv
τ−1T
∆T
ρc˜2
+
Cp
Cv
1
c˜2
τ−1Y
Nsp∑
k=1
∂P
∂ρk
∣∣∣∣
T,ρj "=k
∆Yk + (βt − 1)
Ä
L˜Ss1 + L˜
S
s2
ä
. (4.85)
Un coefficient βt ∈ [0; 1] est introduit artificiellement et permet de controˆler la prise en en compte ou
non des termes transverses dans le calcul des ondes normales.
4.2.2.3 Cas d’une sortie subsonique
Dans ce cas-ci, les ondes L˜+n , L˜
s1
n , L˜
s2
n et L˜
Sk
n quittent le domaine de calcul et sont donc calcule´es a`
partir de l’inte´rieur du domaine. En revanche, l’onde L˜−n y entre, et doit ainsi eˆtre estime´e en fonction du
type de condition que l’on souhaite :
Sortie non re´fle´chissante (NR)
Dans le cas d’une sortie non re´fle´chissante, Poinsot et Lele [130] impose la condition physique suivante :
∂W˜−,NR
∂xn
= 0 ⇐⇒ L˜−,NRn = 0 . (4.86)
L’approche de Thompson [168], quant a` elle, impose :
∂W˜−,NR
∂t
= 0 ⇐⇒ L˜−,NRn = −
Ä
L˜−s1 + L˜
−
s2
ä
. (4.87)
Ces deux approches ont e´te´ ge´ne´ralise´es par Lodato et al. [89][90] :
∂W˜−,NR
∂t
= −βt
Ä
L˜−s1 + L˜
−
s2
ä
⇐⇒ L˜−,NRn = (βt − 1)
Ä
L˜−s1 + L˜
−
s2
ä
. (4.88)
En plus de ces conditions, un terme de relaxation additionnel doit eˆtre utilise´ afin de s’assurer que l’on ne
de´rive pas de la valeur de re´fe´rence que l’on souhaite imposer a` la variable de re´fe´rence choisie. Ainsi,
si l’on souhaite imposer une pression de re´fe´rence au niveau de la sortie, on e´crira :
L˜−n = L˜
−,NR
n + 2τ
−1
P
∆P
ρc˜2
. (4.89)
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Si l’on souhaite en revanche imposer la vitesse un au niveau de la condition limite, par exemple lors de
l’utilisation de sortie en bord de domaine de calcul permettant d’e´vacuer des ondes de pression, on e´crit :
L˜−n = L˜
−,NR
n − 2τ−1un
∆un
c˜
. (4.90)
Sortie re´fle´chissante (R)
Dans le cas d’une sortie re´fle´chissante, la condition physique qui s’impose est :
∂P
∂t
= 0 ⇐⇒
Ä
L˜+ + L˜−
ä
= 0
⇐⇒ L˜−,Rn = −
Ä
L˜+n + L˜
+
s1 + L˜
+
s2
ä
−
Ä
L˜−s2 + L˜
−
s2
ä
(4.91)
Meˆme si cette relation est exacte dans le cadre de l’e´quation d’Euler, un terme de relaxation doit aussi
eˆtre ajoute´ afin de s’assurer que l’on ne de´rive pas de la valeur de re´fe´rence choisie. On obtient ainsi :
L˜−n = L˜
−,R
n + 2τ
−1
P
∆P
ρc˜2
, (4.92)
si l’on souhaite imposer une pression de re´fe´rence ; et
L˜−n = L˜
−,R
n − 2τ−1un
∆un
c˜
. (4.93)
si l’on souhaite imposer sur la vitesse un.
4.2.2.4 Cas d’une entre´e subsonique
Dans ce cas ci, seule l’onde L˜+n quitte le domaine de calcul et est donc calcule´e a` partir de l’inte´rieur
du domaine. En revanche, les ondes L˜−n , L˜
s1
n , L˜
s2
n et L˜
Sk
n y entrent, et doivent ainsi eˆtre estime´es en
fonction du type de condition que l’on souhaite :
Entre´e non re´fle´chissante (NR)
Dans le cas d’une entre´e non re´fle´chissante, Poinsot et Lele [130] impose la condition physique suivante
pour les ondes L˜∗n avec ∗ ∈ [−, s1, s2, Sk] :
∂W˜ ∗,NR
∂xn
= 0 ⇐⇒ L˜∗,NRn = 0 . (4.94)
L’approche de Thompson [168], quant a` elle, impose :
∂W˜ ∗,NR
∂t
= 0 ⇐⇒ L˜∗,NRn = −
Ä
L˜∗s1 + L˜
∗
s2
ä
. (4.95)
Ces deux approches ont e´te´ ge´ne´ralise´es par Lodato et al. [89][90] :
∂W˜ ∗,NR
∂t
= −βt
Ä
L˜∗s1 + L˜
∗
s2
ä
⇐⇒ L˜∗,NRn = (βt − 1)
Ä
L˜∗s1 + L˜
∗
s2
ä
. (4.96)
Comme pour le cas de la sortie subsonique, un terme de relaxation additionnel doit eˆtre utilise´ afin
de s’assurer que l’on ne de´rive pas de la valeur de re´fe´rence que l’on souhaite imposer aux variables
de re´fe´rences choisies. Dans le cas d’une entre´e, on choisit d’imposer les vitesses un, us1 , us2 , la
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tempe´rature T , et la composition du me´lange a` l’aide des fractions massiques Yk. On obtient ainsi a`
partir des e´quations (4.59) a` (4.66) :
L˜−n = L˜
−,NR
n − 2τ−1un
∆un
c˜
, (4.97)
L˜s1n = L˜
s1,NR
n + τ
−1
us1
∆us1
c˜
, (4.98)
L˜s2n = L˜
s2,NR
n + τ
−1
us2
∆us2
c˜
, (4.99)
L˜Sn = L˜
S,NR
n +
Å
Cp
Cv
− 1
ã
τ−1un
∆un
c˜
+
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρk
Cp
Cv
τ−1T
∆T
ρc˜2
+
Cp
Cv
1
c˜2
τ−1Y
Nsp∑
k=1
∂P
∂ρk
∣∣∣∣
T,ρj "=k
∆Yk , (4.100)
L˜Skn = L˜
Sk,NR
n − τ−1Y ∆Yk
+ Yk
ÅCp
Cv
− 1
ã
τ−1un
∆un
c˜
+
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρk
Cp
Cv
τ−1T
∆T
ρc˜2
+
Cp
Cv
1
c˜2
τ−1Y
Nsp∑
k=1
∂P
∂ρk
∣∣∣∣
T,ρj "=k
∆Yk
 , (4.101)
avec L˜S,NRn =
∑Nsp
k=1 L˜
Sk,NR
n .
Entre´e re´fle´chissante (R)
Dans le cas d’une entre´e re´fle´chissante, les conditions physiques qui s’imposent sont :
∂un
∂t
= 0 ,
∂us1
∂t
= 0 ,
∂us2
∂t
= 0 , (4.102)
∂T
∂t
= 0 ,
∂Yk
∂t
= 0 .
Ces conditions nous me`nent d’apre`s les e´quations (4.59) a` (4.66) a` :
L˜−,Rn = −
Ä
L˜+n + L˜
+
s1 + L˜
+
s2
ä
−
Ä
L˜−s1 + L˜
−
s2
ä
, (4.103)
L˜s1,Rn = −
Ä
L˜s1s1 + L˜
s1
s2
ä
, (4.104)
L˜s2,Rn = −
Ä
L˜s2s1 + L˜
s2
s2
ä
, (4.105)
L˜Sk,Rn = −
Ä
L˜Sks1 + L˜
Sk
s2
ä
. (4.106)
Ici aussi, meˆme si ces relations sont exactes dans le cadre de l’e´quation d’Euler, un terme de relaxation
doit aussi eˆtre ajoute´ afin de s’assurer que l’on ne de´rive pas des valeurs de re´fe´rence choisies. On obtient :
L˜−n = L˜
−,R
n − 2τ−1un
∆un
c˜
, (4.107)
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L˜s1n = L˜
s1,R
n + τ
−1
us1
∆us1
c˜
, (4.108)
L˜s2n = L˜
s2,R
n + τ
−1
us2
∆us2
c˜
, (4.109)
L˜Sn = L˜
S,R
n +
Å
Cp
Cv
− 1
ã
τ−1un
∆un
c˜
+
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρk
Cp
Cv
τ−1T
∆T
ρc˜2
+
Cp
Cv
1
c˜2
τ−1Y
Nsp∑
k=1
∂P
∂ρk
∣∣∣∣
T,ρj "=k
∆Yk , (4.110)
L˜Skn = L˜
Sk,R
n − τ−1Y ∆Yk
+ Yk
ÅCp
Cv
− 1
ã
τ−1un
∆un
c˜
+
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρk
Cp
Cv
τ−1T
∆T
ρc˜2
+
Cp
Cv
1
c˜2
τ−1Y
Nsp∑
k=1
∂P
∂ρk
∣∣∣∣
T,ρj "=k
∆Yk
 , (4.111)
avec L˜S,Rn =
∑Nsp
k=1 L˜
Sk,R
n .
4.2.2.5 Coefficient βt
La prise en compte des termes transverses de´pend de la valeur donne´e au coefficient βt (βt ∈ [0; 1]).
En effet, si βt = 1, les termes transverses sont ne´glige´s et l’on se retrouve avec l’approche NSCBC de
type 1D de Poinsot et Lele [130]. Si βt ∈ ]0; 1], les termes transverses sont pris en compte, et l’ap-
proche de type NSCBC 3D de Lodato et al. [90] [89] qui est retrouve´e. Dans le cadre de cette dernie`re
approche, le choix de la valeur du coefficient βt peut se faire de manie`re arbitraire (approche fortement
de´conseille´e), ou alors en liant ce coefficient a` la valeur d’un nombre de Mach relatif a` l’e´coulement.
Ce Mach peut eˆtre local, c-a`-d relatif a` la vitesse normale a` la paroi (βt = un/c˜), ou alors le nombre
de Mach maximum rencontre´ au sein du domaine de calcul (βt = Mmax). C’est cette dernie`re approche
qui semble eˆtre la plus stable, l’utilisation du nombre de Mach local pouvant conduire a` de trop fortes
variations point a` point au niveau de la condition limite [90].
L’ensemble de la formulation pre´sente´e ci-dessus est valable quelque soit l’e´quation d’e´tat conside´re´e.
Seules les de´rive´es partielles de l’e´quation d’e´tat, et l’expression des e˜s,k de´pendent de cette dernie`re.
Ces de´rive´es partielles, ainsi que l’expression des e˜s,k sont donne´es dans l’annexe A.
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Chapitre 5
Simulation aux grandes e´chelles du jet de
Mayer
Une bonne compre´hension des diffe´rents phe´nome`nes physiques et de la dynamique des e´coulements
qui existent lors de l’injection et la de´sinte´gration des jets de fluide cryoge´nique est essentielle pour le
de´veloppement de mode`les et d’outils nume´riques ne´cessaires a` la conception de moteurs-fuse´es. Les
processus d’injection et de me´lange ont une influence majeure sur tous les autres processus qui peuvent
avoir lieu ensuite au sein de la chambre de combustion (combustion, turbulence, transferts thermiques,
cine´tique chimique,...). La mode´lisation et la simulation d’e´coulements re´alistes au sein de moteurs-
fuse´es est base´e sur l’utilisation de plusieurs sous-mode`les concernant ces diffe´rents processus physiques,
dynamiques et chimiques qui peuvent eˆtre rencontre´s. Les expe´riences de´die´es a` la validation de ces
diffe´rents mode`les, ou a` la validation d’un code de calcul, doivent eˆtre d’une complexite´ re´duite afin de
pouvoir isoler les diffe´rents processus e´tudie´s. En ce sens, l’expe´rience du jet de Mayer et al. [102] se
pose comme un cas test de re´fe´rence pour la validation des codes CFD ayant pour vocation la simulation
de cas supercritiques.
Dans l’expe´rience de Mayer [102], on injecte un jet d’azote cryoge´nique et dense dans une at-
mosphe`re d’azote chaud. La ge´ome´trie du montage expe´rimental est pre´sente´ sur la figure 5.1. La
chambre d’injection est un cylindre posse´dant un diame`tre inte´rieur de 122 mm et une longueur de 1000
mm. Le diame`tre de l’injecteur est de 2,2 mm et est localise´ au centre de la face d’injection. La longueur
du tube d’injection est de 90 mm. Etant donne´ que le rapport entre la longueur et le diame`tre du tube
d’injection est supe´rieur a` 40, un profil de vitesse turbulent entie`rement de´veloppe´ est suppose´ a` la fin
du tube. Les pressions de la chambre d’injection vont de 40 a` 60 bar ; les vitesses moyennes d’injection
vont de 2 a` 5 m/s et les tempe´ratures d’injection de 120 a` 140 K. Ce cas expe´rimental, mono-espe`ce et
non-re´actif, est particulie`rement inte´ressant du point de vue de la validation car il permet de s’affranchir
des erreurs lie´es a` la complexite´ de la mode´lisation du transport multi-espe`ces et e´tant non re´actif, il
permet de ne se concentrer que sur le me´lange turbulent.
Les donne´es expe´rimentales disponibles sont des mesures du profil axial de densite´ effectue´es par
imagerie Raman sur les soixante premiers millime`tres apre`s la sortie de l’injecteur.
Deux cas sont cible´s pour la validation du code. Il s’agit des cas n˚3 et 4 de Mayer et al [102].
La pression de la chambre d’injection est de 40 bar pour les deux cas, la vitesse est de 5 m/s et les
tempe´ratures sont respectivement de 126.9 et 137 K. Malgre´ une petite diffe´rence de tempe´rature (10 K),
ces deux cas pre´sentent des proprie´te´s thermodynamiques tre`s diffe´rentes car les tempe´ratures d’injection
se trouvent de part et d’autre de la “pseudo-boiling line” (voir Fig. 5.2). Ceci est illustre´ sur la figure 5.3
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FIGURE 5.1: Sche´ma du dispositif expe´rimental.
FIGURE 5.2: Trace´ de la densite´ (a) et de la capacite´ calorifique a` pression constante (b) des conditions
d’injection et de re´servoir pour les cas n˚3 et 4 de l’expe´rience de Mayer et al. [102].
ou` des images expe´rimentales obtenues par ombroscopie sont pre´sente´es. Le nombre de Reynolds en
sortie d’injecteur est de l’ordre de 150 000 pour les deux cas. Il est a` noter que les vitesses d’injection de
ces deux cas sont relativement faibles et ne sont donc pas repre´sentatives des vitesses d’injection que l’on
peut rencontrer au sein des moteurs-fuse´es. Celles-ci sont de l’ordre d’une cinquantaine de me`tres par
seconde. De ce fait, un cas de calcul additionnel a e´te´ entrepris afin de tester les mode`les de turbulence,
comprendre la dynamique du jet, et valider notre code de calcul de forts gradients de vitesse sont couple´s
a` de forts gradients de densite´. Ce nouveau cas, de´nomme´ “4+”, pre´sente les meˆmes caracte´ristiques
thermodynamiques que le cas n˚4 avec, cependant, une vitesse d’injection de 50 m/s. Le tableau 5.1
re´capitule les diffe´rentes conditions thermodynamiques des trois cas qui ont e´te´ simule´s.
La correction en pression pre´sente´e a` la section 3.3.3.3 a e´te´ teste´e sur le cas 4+ sans succe`s, le calcul
devenant extreˆmement instable.
Enfin, l’e´tude du me´lange en conditions supercritiques a e´te´ effectue´ au travers de la simulation
non re´active d’un injecteur co-axial LOx/CH4. Cette simulation est base´e sur les essais expe´rimentaux
re´alise´s sur le banc d’essais MASCOTTE (Montage Autonome Simplifie´ pour la Cryocombustion dans
l’Oxyge`ne et Toutes Techniques Expe´rimentales). Ce banc d’essai est pre´sente´ au chapitre 9. Le cas
cible choisi est un cas de la campagne de mesure effectue´e au mois de novembre-de´cembre 2002 a`
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FIGURE 5.3: Images obtenues par ombroscopie pour les cas n˚3 et 4 de l’expe´rience de Mayer et al.
[102].
Cas n˚ Tinj (K) uinj (m/s
−1) Tinj /T pb ρinj /ρres Tr,inj Pr,res Tres(K)
3 126.9 4.9 0.98 9.6 1.006 1.17 298
4 137.0 5.4 1.06 3.7 1.086 1.17 298
4+ 137.0 50.0 1.06 3.7 1.086 1.17 298
TABLE 5.1: Conditions thermodynamiques des cas n˚3 et 4.
l’ONERA et de´crit dans la documentation technique fournie par la Snecma. Il s’agit d’une injection
d’oxyge`ne liquide a` basse tempe´rature (85 K) et basse vitesse accompagne´e d’une injection co-axiale
haute vitesse de me´thane “chaud” (288 K). Le boıˆtier de combustion haute pression utilise´ est un boıˆtier
de section carre´. Cette configuration expe´rimentale est de´taille´e au chapitre 9, et est particulie`rement
inte´ressante d’un point de vue nume´rique car les rapports de densite´, Rρ, et de vitesse, Ru, mis en jeu
sont relativement important : Ru = 49 et Rρ = 30). Ce cas est appele´ “GCH4” dans la suite de ce
document.
L’article suivant synthe´tise les re´sultats obtenus.
N.B. L’e´diteur a malencontreusement me´lange´ les figures, et la figure 8 devrait eˆtre remplace´e par la
figure 5.4.
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a b s  t r  a c  t
Mixing is a key point  for thrust and  efficiency  of combustion  systems.  It  becomes  crucial  in  the  case Liquid
Rocket  Engines  as  large  investments are involved.  Besides,  the pressure in liquid  rocket  combustion  cham-
ber often exceeding  the critical  point of loaded  propellants, mixing  becomes  an important  scientific issue
as  fluid  properties  differ from  classical ideal gas assumption. In  this  study, two configurations  are studied
to evaluate  the impact  of subgrid models  on  mixing.  Firstly, Mayer’s experiments  of trans-  and super-
critical  nitrogen  jet  injection  into a  warm nitrogen  atmosphere have  been  numerically investigated  with
a structured  numerical  code called SiTCom-B.  SiTCom-B  solves Direct Numerical  Simulations and  Large
Eddy  Simulations  equations  for  perfect  or real  gas  equation of states.  In  this study, Soave–Redlich–Kwong
(SRK)  and Peng–Robinson  equation  of state  are used  with  appropriated thermodynamics  relations  and
validated against  NIST  data. Three-dimensional  LES  are conducted for  two cases  (cases  3 and  4 in  Mayer
et  al.’s  reference [1])  with  real-gas NSCBC  treatment. Several  sub-grid scale  models  are tested  and  the
results are compared to  experimental  data  for  density  on  jet  axis:  a very good agreement  is obtained on
a light mesh  (11.6  million of points)  with  the SRK equation  of  state  and  standard  Smagorinsky model.
Flow structures  are  evidenced with Schlieren  snapshots.  Secondly,  the  Mascotte  test-bench  from  ONERA
is simulated  with  SiTCom-B  based  on  Soave–Redlich–Kwong equation  of state  and Smagorinsky models.
The simulated non-reacting  case  is  characterized  by a  very short  liquid  oxygen dense  core  because  of the
strong  density  and velocity  gradients  boosting  mixing  efficiency.
© 2013 Elsevier B.V. All rights reserved.
1. Introduction
Many combustion devices involve thermodynamic phase tran-
sition from a subcritical to a supercritical state. As example, the
high-pressure combustion chambers of rocket engines operate in
pressure and temperature range well above the thermodynamic
critical points of the injected propellants (typically H2 and O2),  i.e.
in a supercritical state; the pressure is of the order of 10.0 MPa  to
be compared to the critical pressure of propellants, e.g. 1.3 MPa
for hydrogen and 5.0 MPa  for oxygen. Another example are the
jet engines of aircraft. In  order to increase the efficiency and thus
reduce the CO2 emissions, a general trend toward the increase
pressure in the combustion chamber can be observed as well
as the development of special designs of combustion chambers
(LPP: Lean-Premix-Prevaporized or RQL: Rich-Quench-Lean) to
limit NOx production. As a consequence, the liquid fuel may  be
injected in an environment, whose conditions are above the critical
properties of the fuel. Generally, the chamber pressure is above the
critical pressure of the fuel (p > pc)  but the injection temperature
is subcritical (T < Tc). For example, the critical properties of decane
∗ Corresponding author: Tel.: +33 232959792.
E-mail addresses: guillaume.ribert@coria.fr,  guillaume.ribert@insa-rouen.fr
(G. Ribert).
which is commonly used to simulate kerosene, are pc = 2.1 MPa  and
Tc = 617.7 K. Such a state is  called compressed fluids (or transcritical
state [2]). After injection, the fuel heats up and its temperature
exceeds its critical value (T > Tc).  In  the two cases the fluid is
neither a liquid nor a gas, but may have liquid-like density with
gas-like properties; beyond the critical point (pc, Tc),  there is no
distinction between gaseous and liquid phases. Around the  critical
point or the pseudo-boiling line, large variations of these transport
or thermodynamics properties are observed and lead to strong
gradients. Finally, a similar issue is observed for car  engines with
recent diesel injection devices as shown by  Oefelein and Lacaze [3].
Studies on supercritical fluid flows have been mainly driven
by research on space propulsion, where understanding the com-
plex environment of a rocket engine combustion chamber is a
tough challenge. The present study is focused on injection under
supercritical conditions that may  drive the efficiency of mixing,
combustion or heat transfer. Much experimental work has already
been accomplished for sub- and super-critical cold jets [1,4–9]. All
these studies show a striking difference between the disintegra-
tion of these two types of jet: in subcritical regime, jets break into
several drops and liquid ligaments, following the classical atomiza-
tion process, while in supercritical regime, ligaments and droplets,
are replaced by thread form elements, i.e. finger-like structures,
emerging from the jet core, and located in areas farthest from the
injector. These structures are dense fluid portion detaching from
0896-8446/$ – see front matter ©  2013 Elsevier B.V. All rights reserved.
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EoS equation of state
FOC first order correction
HWHM half width, half maximum
MILES monotone integrated LES
PR Peng–Robinson
RK Redlich–Kwong
SCS scale-similarity
SGS sub-grid scale
SM Smagorinsky
SMD  dynamic Smagorinsky
SRK Soave–Redlich–Kwong
VDW Van der Waals
VR Vreman
WL WALE
the jet before quickly dissolving in the surrounding atmosphere.
Typically, supercritical jets  look like gas jets with liquid jet densi-
ties. These studies also show a reduction of turbulence compared
to classical atmospheric jets because of the strong density gradi-
ents encountered into the flow. However, very few experimental
data are available especially for realistic rocket engines conditions
because of the hostile environment inside the chamber. For exam-
ple, Conley et al. [10] recently provided quantitative data for the
heat flux along the outer wall of the chamber.
Along with these experimental investigations, several theoreti-
cal and numerical efforts have been made in order to analyze and
study specific phenomena of supercritical regime. These studies
are relatively recent and turbulence modeling for Reynolds Aver-
age Navier–Stokes (RANS) or Large Eddy Simulation (LES) tools
is still required [11]. In this context, LES of supercritical mixing
and injection [12–15] have often been realized with classical mod-
els (Smagorinsky [16], WALE [17]) and a stabilizing effect of the
density gradient with a turbulent energy redistribution along the
mixing layer was identified. Similar results were observed through
the direct numerical simulations (DNS) performed by  Miller et al.
[18,19], Bellan and O’Kongo [20,21] or Oefelein [22].
To simulate supercritical fluids, the classical compressible
Navier–Stokes equations for a perfect gas have to be modified as
follow: an equation of state (EoS) that accounts for real-gas effects
must be implemented and thermodynamics as well as transport
models must be pressure-dependent [23].
The next section is dedicated to the numerical solver presenta-
tion. Special attention is  drawn on thermodynamics which plays a
major role in this study and also on boundary conditions for com-
pressible real gases. The effects of both state equation and sub grid
modeling on the results are analyzed. In  Section 3, two  configu-
rations are under study: Mayer et al.’s experiment [1]  that is  a
trans- or super-critical nitrogen injection into warm nitrogen and
a methane/liquid oxygen (LOx)  co-axial injector representative of
future rocket engines. 3D simulations are performed for both cases
and comparisons are realized with the available experimental data.
2. Thermodynamics and numerical solver
Simulations are realized with an home-made code called
“SiTCom-B” (Simulation of Turbulent Combustion with Billions
of points). SiTCom-B is  a finite volume code that solves the
unsteady compressible reacting Navier–Stokes equations on carte-
sian meshes. This new version of SiTCom [24–27] is designed to
perform DNS and highly resolved LES on thousands of processors1.
1 http://www.coria-cfd.fr/index.php/SiTCom-B.
Table 1
Cubic EoS coefficients.
EoS u w  b ×  pc/(RTc) a × pc/(R2T2c ) ˛(T, ω)
VDW 0  0  0.125 0.421875 1
RK 1  0  0.08664 0.42748 1
T0.5
SRK 1  0  0.08664 0.42748 fSRK(ω, Tc)
PR 2  −1 0.07780 0.42748 fPR(ω, Tc)
SRK-PR ı1 +  ı2 ı1ı2
1
3y+d−1
3y2+3yd+d2+d−1
(3y+d−1)2
(
3
2+T/Tc
)k
2.1. Thermodynamic
To simulate supercritical flows, SiTComb-B numerical code
features real gas thermodynamic [28]: a cubic EoS replaces the
classical ideal gas law, linking the pressure, p, temperature, T and
density, , as
p =
RT
W − b −
2a˛(T, ω)
W2 +  ubW +  wb22
, (1)
where R  is the universal gas constant and W the molecular weight
of the fluid mixture. u and w in Eq. (1) are chosen according to the
desired model of EoS: Van der Waals (VDW), Redlich–Kwong (RK),
Soave–Redlich–Kwong (SRK) or Peng–Robinson (PR) [23]. These
EoS include attractive forces among particles, a, co-volume of par-
ticles, b, and acentric factor, ω, this latter quantifying the deviation
from the spherical symmetry in a molecule.  ˛ is a function depend-
ing on T and  ω.  These parameters are calculated with the Van der
Waals mixing rules:
a˛ =
Ns∑
i=1
Ns∑
j=1
XiXj˛ijaij, ˛ijaij =
√
˛i˛jaiaj(1  − ij)
and b =
Ns∑
i=1
Xibi.
(2)
Xk is  the mole fraction of species k (among Ns species) and  ij the
binary interaction coefficient. The constants ai, bi and  ˛i are deter-
mined from universal relationships [29,30], involving the critical
temperature and  partial pressure of species k, Tck and pck , respec-
tively, as well as the acentric factor ωk. Oefelein [22] recommends
to use the PR EoS for simulations with strong heat release, but SRK
EoS is much more precise for low temperatures. More recently, Cis-
mondi and Mollerup [31] developed a three-parameter SRK-PR EoS
combining the advantages of the two SRK and PR EoS. Eq. (1) is  then
replaced by
p  =
RT
W − b −
2a˛(T, ω)
(W + ı1b)(W + ı2b)
, (3)
with ı2 =
1−ı1
1+ı1
and ı1 = d1 + d2(d3− 1.168Zc)d4 + d5(d3− 1.168Zc)d6 .
di,  for i ∈  [1, 6], are model constants given by Cismondi and Mollerup
[31]; Zc is the critical compressibility factor of fluid. Note that if
ı1 = 1 or ı1 = 1 +
√
2,  SRK and PR EoS are recovered, respectively.
Parameters used in our  simulations are summarized in Table 1, but
complementary derivations may  be found in the articles of Meng
and Yang [30] or Kim et al. [32].
In  Table 1, d =  (1  + ı2
1
)/(1 +  ı1) and y = 1 + [2(1 + ı1)]
1/3
+  [4/(1 + ı1)]
1/3.  k and f  are functions of ω and  Tc (see Cismondi
and Mollerup [31]).  Thermodynamic properties such as  the heat
capacity at constant pressure are derived using departure functions
as done in Meng and Yang [30].
Classical techniques used to evaluate transport properties
(viscosity, , and thermal conductivity, ) are replaced by  accurate
high-pressure relations proposed by Chung et al. [33], which
extends the Chapman–Enskog theory by introducing a dense-
fluid correction. The binary mass diffusivity are predicted by  the
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Fig. 1. Real gas thermodynamics based on SRK and PR EoS. PG and RG stand for perfect and real gas, respectively.
Takahashi method [34]. Fig. 1  shows the validation of thermody-
namic for nitrogen species (pc = 3.34 MPa, Tc = 126.2 K) at a pressure
of 4 MPa. Comparisons with National Institute of Standards and
Technology (NIST2) data are found in good agreement for density,
heat capacity at constant pressure, compressibility, cinematic
viscosity or thermal diffusivity. More precisely, the pseudo-
boiling line that represents the prolongation of the gas/liquid
2 http://webbook.nist.gov.
phase-change line and  corresponds to a maximum of constant-
pressure heat capacity for a given pressure, is  well recovered with
the SRK or PR EoS using either the formalism of Eqs. (1) or (3).
This line corresponds to the change of slope in Figs. 1. Above a
temperature of 250 K,  nitrogen behaves as a gas-like fluid since
the compressibility factor Z  = pW/(RT) approximates the unity.
However, when the temperature decreases below 250 K,  the
response of the heat capacity at constant pressure (Cp)  for  real gas
(Fig. 1(b)) becomes non-linear and Z  moves away from unity. Until
the temperature decreases to around 130 K, departures of nitrogen
characteristics from ideal gas calculations stay moderate, except
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for Cp. However, below 130 K, these characteristics quickly vary to
reach liquid-like values. In  this last part, SRK and PR EoS exhibits
small discrepancies, the SRK EoS matching very well with NIST data.
2.2. Governing equations
SiTCom-B numerical code solves the fully coupled conserva-
tion equations of species, momentum and energy. In a LES context,
a Favre filtering operator is applied to the instantaneous conser-
vation equations. If Ns is the number of species, ui the velocity
component in the xi-axis (spatial coordinate) and t  the time, then
LES equations for supercritical flows may  be written [11] as:
• Species mass fractions (Yk):
∂( ¯Y˜k)
∂t
+
∂( ¯Y˜ku˜i)
∂xi
= −
∂  ¯Fd
k,i
∂xi
−
∂ ¯Fc
k,i
∂xi
k = 1, .  .  .,  Ns (4)
The species-mass flux is expressed using the Hirschfelder and
Curtiss approximation based on filtered quantities:
Fdk,i = Dk
Wk
W
∂X˜k
∂xi
,
with Xk the species molar fraction. Wk is the atomic weight of
species k and Dk is the diffusion coefficient of species k in the
mixture. The sub-grid scale (SGS) flux Fc
k,i
= (Y˜ku˜i − Y˜kui)  requires
a model.
• Momentum:
∂( ¯u˜i)
∂t
+
∂( ¯u˜iu˜j)
∂xj
= − ∂p¯
∂xi
+
∂ij
∂xj
+
∂ij
∂xj
(5)
where the viscous stress tensor, ij, and pressure, p, are expressed
based on Newtonian fluids (Eq. (6)) and  cubic EoS (Eqs. (1) or (3)),
respectively, both of them depending on the filtered quantities.
ij = (T˜ , Y˜k, p¯)
[(
∂u˜i
∂xj
+
∂u˜j
∂xi
)
− 2
3
∂u˜k
∂xk
ıij
]
. (6)
p  and ij = ¯(u˜iu˜j − u˜iuj)  also require a model to close the system
of equations.
• Total non chemical energy (E):
∂(E˜)
∂t
+
∂( ¯E˜u˜i)
∂xi
=  −∂p¯u˜i
∂xi
− ∂qi
∂xi
+
∂iju˜i
∂xj
+
∂ ¯Hi
∂xi
(7)
where
qi = −(T˜ , Y˜k, p¯)
∂T˜
∂xi
+  ¯
Ns∑
k=1
hkF
d
k,i,
with hk the enthalpy of species k. Hi is  a flux of energy depend-
ing on enthalpy h as, Hi = (h˜u˜i − h˜ui)  +  ( ¯pui − p¯u˜i),  and requires a
model.
Unknown SGS fluxes (Fc
k,i
, ij and Hi) have been expressed using
either the constant [16] or dynamic [35] Smagorinsky closures
(acronym SM and SMD, respectively), WALE (WL) [17] or Vreman
(VR) [36] models. In Eq. (5), the pressure term is modeled using the
filtered field: p() = p() with  = {ui,  E, Yk}.
Finally, the inlet velocity distribution, ui, is prescribed by
u1
umax
=
(
R − r
R
)1/n
× (1 + u1,turb),
ui
umax
=
(
R − r
R
)1/n
× ui,turbfor i = 2, 3,
where ui,turb are extracted from an homogenous isotropic turbu-
lence (HIT) with a specified intensity of turbulence (0 or 5%  in the
present case). R is  the injection pipe radius and coefficient n =  7.  The
maximum velocity, umax is  given by
ub
umax
=
2n2
(n + 1) × (2n + 1) , (8)
with ub the bulk velocity. HIT  flow fields are prescribed by  a
Passot–Pouquet spectrum.
2.3. Numerics
In this study, a 4th skew-symmetric-like scheme [37] for the
spatial integration, and a 4th order Runge-Kutta method for the
time integration are used to solve the fully coupled set of equa-
tions (Eqs. (4–24)). In order to avoid spurious numerical oscillations
inherent to the presence of strong density gradients and the use of
high order central scheme for the spatial integration, 2nd ([2]) and
4th ([4]) order numerical dissipation [38,39] are used to stabilize
the simulations:
[2] =  min(˛1, ˛2	  ) and 
[4] = max(0, ˇ1 − ˇ2[2]), (9)
where users’ parameters are set to ˛1 = 0.5, ˛2 = 0.5, ˇ1 = 0.3 and
ˇ2 = 1.0 in this study. 	  is  a sensor based on density and pressure
variables defined as follow:
	 =
	p
2
+ 	
2
	p + 	 +  0
, (10)
with
	

i
=
|i+1 − 2i + i−1|
(1 − ω	 )˚TVD +  ω	˚JST +  0
, with  = {, p}. (11)
The subscript i is the cell number and 0 is a threshold to ensure
that the denominator cannot be zero. The value of ω	 is  typically
0.5. In  Eq. (11),
˚TVD = |i+1 −  i| + |i − i−1| and ˚JST = i+1 +  2i + i−1.
(12)
This procedure ensures that the artificial viscosity is applied only
to zones of interest, i.e. where either strong gradients of density or
pressure variables are detected.
2.4. Boundary conditions
For compressible numerical codes, boundary conditions must
be accurately handled [27,40,41]. Extending the work of Lodato
et al. [27] to a multi-species formulation featuring real gas effects,
i.e. with the use of {un, us1 , us2 , p, k}  as set of primitive variables
(k = Yk), Euler equations are written at the face boundary as
follow:
∂un
∂t
= − c
2
(
L˜+ − L˜−
)
(13)
∂us1
∂t
= −cL˜s1 (14)
∂us2
∂t
= −cL˜s2 (15)
∂p
∂t
= −c
2
(
L˜+ + L˜−
)
(16)
∂k
∂t
= L˜sk − k
2
(
L˜+ + L˜−
)
(17)
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The non-dimensional wave strengths L˜∗ are a combination of the
wave strengths in the local basis (B): L˜∗ = L˜∗n + L˜
∗
s1
+ L˜∗s2 . n is  the unit
vector normal to the boundary surface, pointing in the outward
direction and the two other vectors s1 and s2 are chosen so that B  is
a direct orthonormal basis. They are given by:
L˜∗n =

L˜+n
L˜−n
L˜
s1
n
L˜
s2
n
L˜
sk
n

=

un + c
c2
∂p
∂xn
+
un + c
c
∂un
∂xn
un − c
c2
∂p
∂xn
− un − c
c
∂un
∂xn
un
c
∂us1
∂xn
un
c
∂us2
∂xn
unYk
c2
∂p
∂xn
− un

∂k
∂xn

, (18)
L˜∗s1 =

L˜+s1
L˜−s1
L˜
s1
s1
L˜
s2
s1
L˜
sk
s1

=

us1
c2
∂p
∂xs1
+
us1
c
∂un
∂xs1
+
∂us1
∂xs1
us1
c2
∂p
∂xs1
− us1
c
∂un
∂xs1
+
∂us1
∂xs1
1
c
∂p
∂xs1
+
us1
c
∂us1
∂xs1
us1
c
∂us2
∂xs1
us1Yk
c2
∂p
∂xs1
− us1

∂k
∂xs1

, (19)
L˜∗s2 =

L˜+s2
L˜−s2
L˜
s1
s2
L˜
s2
s2
L˜
sk
s2

=

us2
c2
∂p
∂xs2
+
us2
c
∂un
∂xs2
+
∂us2
∂xs2
us2
c2
∂p
∂xs2
− us2
c
∂un
∂xs2
+
∂us2
∂xs2
us2
c
∂us1
∂xs2
1
c
∂p
∂xs2
+
us2
c
∂us2
∂xs2
us2Yk
c2
∂p
∂xs2
− us2

∂k
∂xs2

, (20)
where (L+, L−), (Ls1 , Ls2 ) and  Lsk are related to acoustic, vorticity and
species-entropy waves, respectively. Combining Eqs. (13) to (17)
and using classical thermodynamics relations, additional equations
may  be derived for completeness:
∂Yk
∂t
= L˜sk − YkL˜s with L˜s =
Ns∑
k=1
L˜sk (21)
∂
∂t
= L˜s − 
2
(
L˜+ + L˜−
)
(22)
∂T
∂t
=
[
c2
2
(
cv
cp
−  1
)(
L˜+ + L˜−
)
− 
Ns∑
k=1
∂p
∂k
|T,j /= k L˜
sk
]
/
∂p
∂T
|k
(23)
This formulation natively guarantees that
∑
k∂Yk/∂t = 0.  The
different types of inlet and outlet conditions (subsonic, super-
sonic, etc.)  are managed with the same procedure than in [27].
Table 2
Mayer’s initial conditions.
Investigated cases Units Case 3 Case 4
Injection velocity m/s 4.9 5.4
Injection temperature K 126.9 137
Injection density kg/m3 455.1 163.5
Injection speed of  sound m/s 261  202
Chamber pressure MPa  3.97 3.98
Chamber temperature K 298  298
A complete derivation3 of the boundary conditions treatment is
given in Appendix A.
3. Results and discussion
3.1. Single species configuration: Mayer et al.’s experiment
The topic addressed in this study focuses on Mayer et al.’s exper-
iment [1] where a cold nitrogen (pc = 3.34 MPa  and Tc = 126.2 K)
is injected into a warm nitrogen environment under different
ambient and injection conditions. The diameter of the injector
is dinj = 2R = 2.2 mm and  the chamber length is  1000 mm with a
diameter of 122 mm.  For the experimental apparatus, the inlet
temperature of the injected fluid can be as low as 90 K and  inlet
velocities and pressures may  vary from 1 to 6 m/s  and  from 3.95 to
6 MPa, respectively, according to case considered. Cases 3 and 4 in
Mayer et al.’s article [1]  are under study and correspond to cases on
either side of the pseudo-boiling line (Table 2), which is the pro-
longation of the gas/liquid phase-change line and corresponds to a
maximum of constant-pressure heat capacity for a given pressure.
As a consequence, density at the injection plane is  almost three
times denser for case 3 than for case 4,  even if  temperatures in
both cases are close (10 K of difference). The potential core of fluid
injection is then expected to be longer for case 3 than for case 4.
The compressibility factor, Z, for inlet conditions is  around 0.23 and
0.596 for cases 3 and 4, respectively, but close to unity for ambient
fluid.
In Mayer et al.’s configuration, a 2D Raman technique has been
used to extract the centerline density profiles for the cases 3 and 4,
as well as the evolution of the “half width, half maximum” (HWHM)
indicator based on the density along the jet  centerline for case 3.
These data are quite dispersed with an uncertainty on inlet data
(pressure and temperature). For case 3 (see Table 2), Mayer et al.
indicates a temperature target of 126.7 K  at a pressure of 4 MPa.
This leads to an expected density of 465 kg/m3 that may  be recov-
ered with the PR EoS. However, Mayer et al. only reaches a value
of 400 kg/m3 meaning that the temperature might be higher than
expected. Indeed, in Fig. 1(a), the experimental point is located at
the pseudo-boiling line. A small variation in temperature will lead
to large variation in density making experiments and simulations
of supercritical flows very tricky. Nevertheless, this density value
is captured with the SRK EoS based on the data coming from Mayer
et al. as in Table 2. Because of these uncertainties on experimental
data both PR and SRK EoS will be used in the LES for comparison.
3D simulations are realized for a domain of calculation defined
by Lx×  Ly× Lz = 65 × 30 ×  30 mm.  The mesh arrangement corre-
sponds to Nx× Ny× Nz = 344 ×  184 × 184 ≈ 11.6 millions of points.
Only a small part of the experimental chamber is simulated to save
the time of calculation, but the boundary conditions are adapted
to still have a representative simulation of the configuration.
NSCBC treatment is  applied with fixed temperature and velocity at
inlet, and prescribed pressure for outlets. Walls are considered as
3 This work is also the baseline of  WENO formulations dealing with real gas effects
[42].
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Fig. 2. Mayer et al.’s supercritical jet configuration (case 4): instantaneous flow field.
adiabatic walls. Injection is  given by  a turbulent pipe profile (Eqs.
(8)) discretized on 34  mesh points.
In Figs. 2, instantaneous flow fields are provided for case 4  (case 3
leading to similar snapshots). In  Fig. 2(a) the flow is viewed through
a Schlieren image, i.e. density gradient. Lower values correspond to
high density gradients and are mainly located close to the injec-
tion and further downstream in the core jet.  The jet enters into
the cavity and quickly destabilizes. A part of the light surround-
ing nitrogen is then very quickly embedded into the main core jet
before the jet opening. Some structures observed after one third of
the domain, are detaching from the core jet and bear a similarity to
those observed in 2D simulations with DNS resolution [28]. They
could require here a finer mesh resolution for a very fine tracking of
them as they dissolve quite quickly. In Fig. 2(b) and and (c) the jet
is viewed through the velocity magnitude and temperature field,
respectively. The maximum velocity is found in the injection plane
because of the inlet turbulent profile and HIT characteristics. Dense
pockets seem to persist in the main core jet  and exhibit high speed
velocity.
In Figs. 3, simulations are compared to experimental data for
density on the jet axis. In both cases, these data are quite dispersed
for the first part of the flow. A plateau is observed near the injection
plane before a decrease to (x/D = 30) ≈ 100 kg/m3 for case 3 and
(x/D = 30) ≈ 70 kg/m3 for case 4, the density of the surrounding
fluid being around 45 kg/m3. The plateau persists longer in the flow
for case 3 than for case 4 as it has a higher density value. In  Fig. 3(a)
simulations of case 3 match very well with experiments whereas
in Fig. 3(b), simulations of case 4  under-estimate experiments but
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Fig. 3. Mayer et al.’s supercritical jet experiments: centerline density profiles.
still keep the trend. For both cases, a slope break is observed around
x/D ≈ 17 for case 3 and  x/D ≈ 15 for case 4.  More precisely, based on
the target values given by Mayer et al. for the inlet conditions of
case 3, the results with the PR-SM models largely overestimate the
experimental data, excepted for x/D >  22.
Using the PR-WL models leads to have better results (x/D > 12).
However both models fail to describe the near injection process.
Switching from PR to SRK EoS, but keeping the two SGS  models as
previously, grossly switches the results, especially for the first part
of the flow where the mixing is  less important on the centerline of
the jet (x/D < 20). SRK-SM are the best results obtained and SRK-WL,
the worst. Using now the couple SRK-SMD leads to very good results
except around x/D = 9,  i.e. close to the top of the cold N2 potential
core. For all these combinations of models, only those based on SRK
and Smagorinsky SGS models (SM and SMD) are able to reproduce
the slope break observed in measurements.
Compared to case 3,  the density of case 4 at the injection plane is
lighter as the inlet temperature is  higher. As a consequence, density
calculation coming from both SRK and  PR EoS are very close (see
Fig. 1(a)). Another global observation is that the simulations follow
the same trend and give roughly the same results whatever the
sub grid model. For x/D < 7 all models are equivalent as the exper-
imental data are very dispersed. For x/D > 7,  these models may  be
grouped into three categories: constant Smagorinsky SGS model
used with any EoS gives the best results; at the opposite, the  WALE
model combined with any EoS leads to the worst results; between
both situations, SRK-VR and SRK-SMD are acceptable.
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Fig. 4. Mayer et al.’s supercritical jet experiments: spreading rates of  jets.
Conclusions can be drawn based on the above observations for
both cases 3  and 4: SRK EoS and Smagorinsky models are able to
recover both situations. WALE-based models should be avoided
even if fairly good results are found for the case 3.
The spreading rates of jets based on density are evaluated using
the “half width, half maximum” (HWHM) indicator [4,8,43]. Cross-
stream profiles of average density are used to define the HWHM
length, L , of the jet, taken at the median value between dense and
light regions along the x-axis (Figs. 4).
Experimental data are only available for case 3. At the injection
plane, L/D is equal to 0.5 as L = D/2. This value persists in the flow
as long as the potential core exists. Then the jet opens and L/D
must increase as dense and light fluids mix  together. For case 3, the
potential core is experimentally observed up  to x/D = 10 then the jet
grossly opens as L = 0.1x  − 0.5D, whereas for case 4,  the potential
core is shorter (x/D ≈ 7.5) with a jet opening numerically evalu-
ated around L =  0.125x − 0.4D. In Fig. 4(a), the SRK-WL model leads
to fairly good results compared to experimental data, but with an
underestimated potential core length. All the other combinations
of SGS models and EoS yield a longer potential core length but with
an acceptable slope for the jet opening. For case 4 (Fig. 4(b)), all the
models are gathered and exhibit a similar trend.
In Mayer et al.’s experiments, the inlet velocity is  limited to
6 m/s. However, in a real device such as the injectors of a rocket
motor engine, the inlet velocity of fuel may  reach very high val-
ues of the order of 100 m/s. A new case, called case 4+,  has then be
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Fig. 5. Mayer et al.’s supercritical jet configuration with higher inlet velocity.
designed based on the case 4 of Mayer et al.’s configuration, but
with a higher inlet velocity: u = 54 m/s.
The results for the centerline density profile and  L are displayed
in Figs. 5. For case 4, Smagorinsky models were the most capable
to reproduce experimental data contrary to the WALE model. For
case 4+, both Smagorinsky and  WALE models give the same results
meaning that great uncertainty still exists on the modeling strat-
egy of turbulence for small mass flow rate, the choice becoming
less crucial for higher mass flow rate. The VR model shows a longer
potential dense core contrary to the SMD  and scale-similarity (SCS)
[44] models or with the Monotone Integrated LES (MILES) approach
[45]. Actually, the low bulk velocities (around 5 m/s) of Mayer
experiment is clearly far away from velocity encountered in real
systems (between 5 and 100 m/s). Our conclusion is that additional
experimental data are required to really conclude about turbulence
modeling.
In Eq. (5), ∇p¯  can be modeled using the first order of the Taylor
expansion (FOC i.e. First Order Correction model) [11]:
∂p
∂xi
=
∂
∂xi
[
p() +
∂p
∂l
∣∣∣∣
=
(¯l − l)
]
, (24)
with  = {ui,  E, Yk} =  {l}. In  Eq. (24), any quantity Q¯ is the LES
solution and ¯¯Q is the filtered LES solution. Applying this model
to our simulations makes them unstable and p¯ is  then classically
modeled as  p(Q ) = p(Q ).
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3.2. Mascotte test bench
To study the mixing under supercritical conditions, a co-axial
injector is numerically simulated with the conditions encountered
in the Mascotte test bench [46–48]. Two variants of the liquid oxy-
gen/methane co-axial injector are available. In  both configurations,
the liquid oxygen (TO2 ≈ 90 K) is fed through the central cylindri-
cal channel whereas the gaseous or liquid methane is supplied
through the outer annular channel. No turbulence intensity of the
methane jet at the inlet is  specified as the methane stream veloc-
ity is substantial, i.e. of the order of 100 m/s. Only the case with
gaseous methane is studied hereafter, i.e. the inlet temperature
is near 290 K. The high-pressure Mascotte test-bench combustion
chamber has a square section of Ly× Lz = 552mm2 which is around
five times the injector diameter. Between the LOx and methane
streams, a ratio of 30 and 50 is found for the density and the veloc-
ity, respectively, leading to a configuration which is  a real challenge
for numerical codes.
In  the present study, the dimension used in the simulation are
Lx = 75, Ly = 25 and Lz = 25 mm discretized with Nx = 432, Ny = 384
and Nz = 384 cells, respectively. The flow inside the inlet tubes is
not simulated. Adiabatic walls are considered. The CFL number is
set to 0.95, the Fourier number is  0.2 and the Prandtl number is
unity. SRK EoS is used with either the SM or SMD  models for subgrid
turbulence viscosity.
In Fig. 6, an instantaneous snapshot is provided based either
on the Q-criterion that describes coherent flow structures and
the mixing variable defined as YCH4 × YO2 × 4.  In  Fig. 6(a),
the Q-criterion, Q = 0.5(|˝|2− |S|2)  with S =  0.5(∇  u + (∇ u)T) and
Fig. 6. Visualization of  the instantaneous flow field: (a) Q-criterion and (b) mixing
variable.
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Fig. 7.  Centerline density profile (a), temperature (b), methane mass fraction (c) and velocity magnitude (d).
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Fig. 8. Evolution of the HWHM based on density and methane mass fraction along
the  jet centerline.
 ˝ = 0.5(∇ u − (∇ u)T), set to the critical value of Qc = 108 =
(UCH4/DO2 ) indicates a very turbulent flow. Indeed, the Reynolds
number based on the methane stream is above 1.106. In Fig. 6(b), a
strong mixing is  also observed. Dark gray color corresponds either
to pure LOx or CH4 streams; light gray corresponds to perfect mix-
ing. The dense LOx core is rapidly destroyed because the shear layer
is under the constraint of strong density and velocity gradients. As
a consequence the stoichiometric iso-line (black line in Fig. 6(b)) is
very close to the injector.
Mean centerline profiles of density, temperature, methane mass
fraction and velocity are given in Fig. 7. SM and SMD  SGS  mod-
els have been used. The dense LOx core is clearly identifying as a
short plateau is observed close to the injector face. Then a slope
change appears corresponding to strong mixing followed by a
slight evolution of the different variables. Density, temperature
and species mass fractions reach limit value whereas the velocity
reaches a maximum around x/D ≈ 6 before decreasing. Using the
SMD  SGS model leads to a slightly stiffer slope as the level of tur-
bulent viscosity is less important than with the classical SM SGS
model.
Centerline evolution of the HWHM are shown in Fig. 8 for den-
sity (L) and methane mass fraction (LYCH4
) used with SM and  SMD
SGS models. These variables are thermodynamically linked and
have a similar evolution on the domain of simulation. Neverthe-
less, in the dense LOx core, density profiles first decrease before
increasing. This behavior is due to the species and energy diffu-
sion and the strong non-linear evolution of density as a function of
temperature through the SRK EoS.
4. Conclusion
A code called SiTCom-B has been developed to run real-gas
configurations such as injection of supercritical fluid. SiTCom-
B thermodynamics has been validated against NIST data and
simulation of Mayer et al.’s experiments have been successfully
realized with standard model for sub-grid viscosity and light mesh.
Soave–Redlich–Kwong EoS and Dynamic Smagorinsky SGS mod-
els seem to be the most convenient couple to reproduce such
experiment. Surprising effect appears when increasing the bulk
velocity as conclusion on models impacts can be inverted even if
for higher injection velocities the subgrid model has less impor-
tance. Actually, more advanced comparison on fluctuations of
density or temperature is unfeasible due to the lack of experi-
mental data, DNS of realistic configuration being still out of scope
due to CPU time. The study of species mixing under supercritical
conditions has been realized through the simulation of the MAS-
COTTE test-bench. The dense LOx core is totally shred after one
diameter of length because of the deep density and velocity gradi-
ents.
Based on our results on the MASCOTTE test-bench, future works
will be focused on combustion in the case of co-axial injection of
methane and LOx.
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Appendix A. Three-dimensional NSCBC treatment for
general fluid flows
A.1. Useful thermodynamic relations
Developing a general treatment of the three-dimensional
Navier–Stokes boundary conditions for multicomponent reactive
fluid flows featuring any equation of state requires a particular
attention to partial derivatives.
Considering the pressure as a function of Ns + 1 variables, its
differential form p = p(T, k)  is  written:
dp =
∂p
∂T
∣∣∣∣
k
dT +
Ns∑
k=1
∂p
∂k
∣∣∣∣
T,k  /=  j
dk, (A.1)
where T is the temperature and k = Yk with , density, and
Yk,  the kth species mass fraction in the Ns species pool. Assum-
ing that
∑
kYk = 1, the differential form of k, dk = Ykd  + dYk, is
introduced into Eq. (A.1) to lead to
dp =
∂p
∂T
∣∣∣∣
k
dT +
Ns∑
k=1
Yk
∂p
∂k
∣∣∣∣
T,k  /=  j
d + 
Ns∑
k=1
∂p
∂k
∣∣∣∣
T,k /=  j
dYk.
(A.2)
The differential form of the pressure considered as a function of
Ns + 2  variables P(, T, Yk) is  written
dp =
∂P
∂T
∣∣∣∣
,Yk
dT +
∂P
∂
∣∣∣∣
T,Yk
d +
Ns∑
k=1
∂P
∂Yk
∣∣∣∣
T,,Yk  /= j
dYk.  (A.3)
If
∑
kYk = 1 then p(T, k) = P(, T, Yk), and by  identification:
∂p
∂T
∣∣∣∣
k
=
∂P
∂T
∣∣∣∣
,Yk
,
Ns∑
k=1
Yk
∂p
∂k
∣∣∣∣
T,k  /=  j
=
∂P
∂
∣∣∣∣
T,Yk
(A.4)
and 
Ns∑
k=1
∂p
∂k
∣∣∣∣
T,k  /= j
=
Ns∑
k=1
∂P
∂Yk
∣∣∣∣
T,,Yk  /=  j
. (A.5)
Similarly, Meng and  Yang [30] showed for enthalpy, h, that
∂h
∂p
∣∣∣∣
k
=
1

+ Cv
[
∂p
∂T
∣∣∣∣
k
]−1
, (A.6)
and
∂h
∂k
∣∣∣∣
p,k /=  j
= CT,k −
p
2
− Cv
[
∂p
∂T
∣∣∣∣
k
]−1
∂p
∂k
∣∣∣∣
T,k /=  j
, (A.7)
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with Cv and CT,k linked to the internal energy, e, as
Cv =
∂e
∂T
∣∣∣∣
k
and CT,k =
Ns∑
k=1
∂e
∂k
∣∣∣∣
T,k  /= j
.  (A.8)
In addition, Meng and Yang define the heat capacity at constant
pressure as
Cp = Cv −
1

∂p
∂T
∣∣∣∣
k
∂
∂p
∣∣∣∣
T,Yk
[(
Ns∑
k=1
Yk(CT,k + e)
)
− e − p

]
, (A.9)
that can be recast in
Cp =
1

Ns∑
k=1
[
Cv +
(
p
2
− CT,k
)
∂p
∂T
∣∣∣∣
k
∂
∂p
∣∣∣∣
T,Yk
]
k.  (A.10)
A.2. NSCBC-3D treatment
Treating the characteristic boundary conditions must be done
in the local basis B  = (xn, xs1 , xs2 )  that is  obtained by applying a
rotation onto the classical cartesian basis E  = (x1, x2, x3).  xn is the
unit vector normal to the boundary surface, pointing in the outward
direction and the two other vectors xs1 and xs2 are chosen so that
B  is a direct orthonormal basis. In  such basis, the Navier–Stokes
equations for multicomponent reactive flows are written:
∂U
∂t
+
∂F j
∂xj
= 0 (A.11)
where U  = [un, us1 , us2 , et, Yk]
T is  the vector of conservative
variables. ui are the velocities in B, et is the total energy decom-
posed as the sum of the internal (e = h  −  p) and kinetic (ec = u2/2)
energies. h is the enthalpy of the mixture. Fj represents the conser-
vative variables flux vectors and is given by:
Fn =

unun + p
unus1
unus2
unet + unp
unYk

(A.12)
Fs1 =

us1un
us1us1 + p
us1us2
us1et + us1p
us1Yk

,  Fs2 =

us2un
us2us1
us2us2 + p
us2et +  us2p
us2Yk

(A.13)
Introducing the vector of primitive variables V =
[un, us1 , us2 , p, k]
T into Eq. (A.11) leads to:
∂V
∂t
+ Aj
∂V
∂xj
= 0, (A.14)
where Aj = M
−1Cj, with the two  jacobian matrices M = ∂U/∂V and
Cj = ∂Fj/∂V. The matrix An is  written:
An =

un 0  0  1/  0 · · · 0
0 un 0  0  0 · · · 0
0 0  un 0  0 · · · 0
c˜2 0  0  un 0 · · · 0
1 0  0  0  un · · · 0
... 0 0  0  0
. . . 0
Ns 0  0  0  0 · · · un

(A.15)
with the modified speed of sound
c˜2 =
p + et −
∑
k
kMk
M p
. (A.16)
Mk and Mp are defined as:
Mk =
∂(et)
∂k
∣∣∣∣
p,u1,u2,u3,j  /= k
= h + 
∂h
∂k
∣∣∣∣
p,j /=  k
+  ec (A.17)
Mp =
∂(et)
∂p
∣∣∣∣
u1,u2,u3,k
=  
∂h
∂p
∣∣∣∣
k
−  1  (A.18)
Eq. (A.16) then becomes:
c˜2 =
−
∑
k
k
∂h
∂k
∣∣∣
p,j /=  k
 ∂h
∂p
∣∣∣
k
− 1
.  (A.19)
In  Eq. (A.19),  the numerator can be expressed using Eqs. (A.4) and
(A.7):
−
Ns∑
k=1
k
∂h
∂k
∣∣∣∣
p,j  /=  k
=
[
Ns∑
k=1
(
−CT,k +
p
2
)
k
]
+ Cv
∂p
∂
∣∣∣∣
T,Yk
.
(A.20)
Introducing Eq. (A.10) into Eq. (A.20) leads to:
−
Ns∑
k=1
k
∂h
∂k
∣∣∣∣
p,j  /=  k
=  Cp
∂p
∂
∣∣∣∣
T,Yk
[
∂p
∂T
∣∣∣∣
k
]−1
. (A.21)
Using Eq. (A.6) to express the denominator of Eq. (A.19) leads to
c˜2 =
Cp
Cv
∂p
∂
∣∣∣∣
T,Yk
, (A.22)
which is the definition of the speed of sound, meaning that the
above derivation is consistent.
X. Petit et  al. / J.  of Supercritical Fluids 84 (2013) 61– 73 71
Matrixes As1 and As2 are written:
As1 =

us1 0 0 0 0 · · · 0
0 us1 0 1/ 0 · · · 0
0 0 us1 0 0 · · · 0
0 c˜2 0 us1 0 · · · 0
0 1 0 0 us1 · · · 0
0
...  0 0 0
. . . 0
0 Ns 0 0 0 · · · us1

(A.23)
As2 =

us2 0 0  0 0 ·  ·  ·  0
0 us2 0  0 0 ·  ·  ·  0
0 0 us2 1/ 0 ·  ·  ·  0
0 0 c˜2 us2 0 ·  ·  ·  0
0 0 1 0 us2 ·  ·  ·  0
0 0
... 0  0
. . . 0
0 0 Ns 0 0 ·  ·  ·  us2

(A.24)
Introducing the differential form of the normalized primitive vari-
ables dV˜ = [dun/c, dus1/c, dus2/c, dp/(c
2), dk/]
T
into Eq. (A.14)
leads to:
∂V˜
∂t
+ A˜j
∂V˜
∂xj
= 0, (A.25)
with dV = PdV˜ and A˜j = P
−1AjP. Defining the differential form of
the normalized characteristic variables as
dW˜+ =
dp
c2
+
dun
c
,
dW˜− =
dp
c2
− dun
c
,
dW˜ s1 =
dus1
c
,
dW˜ s2 =
dus2
c
,
dW˜ sk =
Ykdp
c2
− dk

,
(A.26)
Euler equations (Eq. (A.25)) can be written
∂W˜
∂t
+
∑
L˜j = 0, (A.27)
with dW˜ = K.dV˜ and L˜j = KA˜jK
−1∂W˜/∂xj , or
∂V˜
∂t
+
∑
K−1L˜j = 0.  (A.28)
L˜j = (L˜
+
j
, L˜−
j
, L˜s1
j
, L˜s2
j
, L˜sk
j
)
T
are given in Eqs. (18–20) and lead to
the system of Eqs. (13–17).  Dealing with the boundary conditions
consists of managing the ingoing and  outgoing waves (L˜n) of the
domain of calculation. L˜s1 and L˜s2 are not affected by boundary
conditions as they travel transversally to the boundary face.
To treat the different types of boundary conditions, a procedure
with a ‘reference’ value is  used for the implementation into SiT-
ComB numerical code. Each primitive variable , with  = (ui, p, Yk,
T)T, from Eqs. (13–17) and Eqs. (21–23) may  be written, if  required,
∂
∂t
= −1

, with 1 =  cell −  ref .  (A.29)
cell and ref are the computed and reference or target values,
respectively.  are the relaxation parameters.
The following waves expressions must be set at the inlet/outlet
according to chosen boundary conditions type:
• Supersonic outlet: all the waves are outgoing meaning that the
wave strength are determined from the interior points of the
domain of calculation.
• Supersonic inlet: all the waves are coming from outside the
domain and must be imposed by  the boundary conditions.
L˜+n = 
−1
p
1p
c2
+ 
u−1n
1un
c
L˜−n = 
−1
p
1p
c2
− 
u−1n
1un
c
L˜
s1
n = 
−1
v
1us1
c
L˜
s2
n = 
−1
w
1us2
c
L˜
sk
n = YkL˜
s
n −  −1Y 1Yk
L˜sn =
(
1 − Cp
Cv
)
−1p
1p
c2
+
∂p
∂T
∣∣∣∣
k
Cp
Cv
−1T
1T
c2
+
Cp
Cv
1
c2
−1Y
Ns∑
k=1
∂p
∂k
∣∣∣∣
T,k /=  j
1Yk
• Subsonic outlet: all the waves are outgoing, except L˜−n ,  meaning
that the wave strength are determined from the interior points
of the domain of calculation.
– Non-reflecting (NR) outlet:
L˜−n = L˜
−,NR
n + 2
−1
p
1p
c2
(A.30)
is used for a pressure-based formulation, and
L˜−n = L˜
−,NR
n − 2u−1n
1un
c
(A.31)
is used for a velocity-based formulation, with
L˜−,NRn = (  ˇ − 1)(L˜−s1 + L˜
−
s2
), (A.32)
The coefficient  ˇ∈  [0,  1].  ˇ = 1  corresponds to the Poinsot–Lele
NSCBC-1D formulation [49],   ˇ = 0 is the NSCBC-3D formulation
of Thompson [50,51], and  ˇ∈]0, 1[ is the NSCBC-3D formulation
of Lodato et al. [27] where  ˇ can be specified by the user or
linked to the local Mach number or its maximum.
– Reflecting (R) outlet:
L˜−n = L˜
−,R
n + 2
−1
p
1p
c2
(A.33)
is used for a pressure-based formulation, and
L˜−n = L˜
−,R
n − 2u−1n
1un
c
(A.34)
is used for a velocity-based formulation, with
L˜−,Rn = −(L˜+n + L˜+s1 + L˜
+
s2
)  − (L˜−s1 + L˜
−
s2
).  (A.35)
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• Subsonic inlet: In this case, the waves L˜sn, L˜
s1
n , L˜
s2
n and L˜
−
n are com-
ing in the domain from the exterior: they must be prescribed
by the boundary conditions. On the other hand, the wave L˜+n is
leaving the domain and thus must be left unchanged.
– Non-reflecting (NR) intlet:
L˜−n = L˜
−,NR
n − 2−1un
1un
c
L˜
s1
n = L˜
s1,NR
n + 
−1
us1
1us1
c
L˜
s2
n = L˜
s2,NR
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−1
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1us2
c
L˜
sk
n = L˜
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n −  −1Y 1Yk + Yk
(
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− 1
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−1un
1un
c
+ Yk
∂p
∂T
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1T
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+ Yk
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1Yk
c2
−1Y
Ns∑
k=1
∂p
∂k
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T,k  /=  j
with L˜∗,NRn = (  ˇ − 1)(L˜∗s1 + L˜
∗
s2
).
– Reflecting (R) intlet:
L˜−n = (L˜
+
n + L˜
+
s1
+ L˜+s2 ) − (L˜
−
s1
+ L˜−s2 )  −  2
−1
un
1un
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6.1 Sche´mas cine´tiques du me´thane
6.1.1 Bibliographie
Le me´thane e´tant l’hydrocarbure stable le plus simple existant, son me´canisme d’oxydation est a` la
base des me´canismes d’oxydation de tous les autres hydrocarbures. Celui-ci a donc e´te´ l’objet de nom-
breuses mode´lisations.
Une grande partie de ces e´tudes ont e´te´ effectue´es au sein de l’institut de recherche sur les gaz (GRI
pour “Gas Research Institute”) qui a donne´ naissance a` l’un des me´canismes re´actionnels le plus uti-
lise´, le “GRI-Mech”. Il a e´te´ initialement de´veloppe´ pour de´crire l’inflammation du gaz naturel dont
l’espe`ce majoritaire est le me´thane. Plusieurs versions de ce me´canisme sont disponibles : la version
1.2 de´veloppe´e en 1995 [42], la 2.11 de´veloppe´e en 1998 [7], la dernie`re e´tant la 3.0 de´veloppe´e en
2000 [155]. Cette dernie`re version comprend 53 espe`ces et 322 re´actions. Ce dernier a e´te´ de´veloppe´
et valide´ en comparant les re´sultats obtenus sur une large gamme de re´sultats expe´rimentaux : de´lais
d’auto-inflammation, concentration d’espe`ces au sein de tubes a` chocs, vitesse et profil d’espe`ces de
flammes laminaires,... 1 et cela sur une plage de conditions thermodynamiques relativement large : des
tempe´ratures allant de 1000 a` 2500 K, pour des pressions de 0.001 a` 10 atm et des richesses de 0.1 a` 5.
A partir de ces me´canismes re´actionnels de´taille´s, des me´canismes re´duits. Citons ici deux des plus
populaires pour la combustion du me´thane : le me´canisme de´veloppe´ par Chen et al. en 1997 [21], et
celui de´veloppe´ par Sung et al. en 1998 [158]. Ces deux sche´mas cine´tiques de´rivent du GRI-Mech 1.2
(comportant originellement 31 espe`ces et 175 re´actions e´le´mentaires). Chen et al. [21] ont ainsi re´duit le
1. liste d’expe´riences de validation visible sur : http ://www.me.berkeley.edu/gri mech/version30/text30.html
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sche´ma de´taille´ en un sche´ma comportant 12 espe`ces et 9, 10 ou 12 re´actions e´le´mentaires (9 re´actions
si la chimie des NOx est ignore´e, 12 re´actions pour une mode´lisation plus comple`te des NOx). La
validation du sche´ma s’est effectue´e en comparant les re´sultats obtenus avec celui-ci et ceux propres
au sche´ma de´taille´ sur diffe´rentes configurations nume´riques : comparaisons des profils de tempe´rature
et des radicaux CO et NO au sein d’un re´acteur parfaitement me´lange´ (“PSR” pour Perfectly Stirred
Reactor) ; vitesse de flamme pre´me´lange´e 1D, de´lais d’auto-inflammation ;... Le sche´ma e´tant re´duit, sa
plage de validite´ est plus re´duite que celle du sche´ma de´taille´ dont il est issu : il a e´te´ valide´ pour des
tempe´ratures allant de 1000 a` 1800 K, des richesses entre 0.6 et 1.4 et des pressions de l’ordre de la pres-
sion atmosphe´rique. Le sche´ma de Sung et al. [158], quant a` lui, comporte 16 espe`ces et 12 re´actions. La
validation de ce sche´ma s’est e´galement effectue´e par comparaison avec les re´sultats du sche´ma de´taille´
originel. La plage de validation du sche´ma est e´galement plus restreinte que celle du sche´ma de´taille´ : ce
sche´ma a e´te´ valide´ pour des tempe´ratures comprises entre 1000 et 2000 K, et des richesses entre 0.2 et 2.
Il est a note´ que la plage de pression sur laquelle s’est effectue´e la validation du sche´ma (P ∈ [0.25−20]
atm) est plus large que la plage de validite´ du sche´ma de´taille´ d’origine (P ∈ [0.001 − 10] atm). Les
auteurs ont conside´re´ que le sche´ma e´tait valide tant que ses re´sultats ne de´viaient pas du sche´ma de´taille´.
Ceci explique le fait que la plage de pression pre´sente´e est plus large que celle du sche´ma originel. Lo-
giquement cette plage de pression devrait eˆtre ramene´e a` celle du sche´ma d’origine.
En plus des e´tudes mene´es par le GRI, d’autres sche´mas cine´tiques ont e´te´ de´veloppe´s pour de´crire la
combustion du me´thane. Konnov [80] a ainsi de´veloppe´ un me´canisme de´taille´ pour la combustion du
me´thane et du gaz naturel dont la premie`re version est sortie en 1998. La dernie`re version (v. 0.5), sortie
en 2008, comporte 127 espe`ces et 1200 re´actions. Ce sche´ma n’est pas seulement un sche´ma de´die´ a`
la combustion du me´thane. En effet, la combustion des hydrocarbures C2-C3 et leurs de´rive´s, et la chi-
mie N-H-O sont e´galement inclues de fac¸on tre`s de´taille´e. Ce me´canisme a e´te´ de´veloppe´ et valide´ en
comparant les re´sultats obtenus a` l’aide de ce mode`le sur une large gamme de re´sultats expe´rimentaux :
de´lais d’auto-inflammation et profil de concentration d’espe`ces au sein de tubes a` chocs, vitesse et profil
d’espe`ces de flammes laminaires,... 2 et cela sur une large plage de conditions thermodynamiques : des
tempe´ratures allant de 900 a` 3000 K, des pressions de 0.01 a` 10 atm et des richesses de 0.2 a` 2.5.
Les pre´ce´dents me´canismes d’oxydation du me´thane ont e´te´ de´veloppe´s a` partir de donne´es obtenues
expe´rimentalement dans des conditions de fortes dilutions, de basses pressions (< 10 atm) et/ou sur des
plages de tempe´rature et de richesse restreintes. Cependant, elles et ne permettent pas de repre´senter cor-
rectement l’oxydation du me´thane dans les conditions typiques de celles rencontre´es au sein de moteurs-
fuse´es : hautes pressions (> 50 atm), conditions tre`s riches, tre`s faible dilution... Petersen et al. [123] ont
ainsi montre´ que le me´canisme GRI-Mech 1.2 ne permettait pas de simuler correctement les de´lais d’in-
flammation du me´thane obtenus au sein de tubes a` chocs dans des conditions de fortes pressions (jusqu’a`
260 atm), combine´es a` des tempe´ratures comprises entre 1040 et 1500 K et des richesses entre 0.4 et 6
et des conditions de faibles dilutions. Afin de pallier a` cela, Petersen et al. [123] ont propose´ en 1999
un sche´ma re´actionnel de´rivant du GRI-Mech 1.2 [42] auquel quelques re´actions, identifie´es comme im-
portantes dans la combustion du me´thane a` basse tempe´rature et haute pression, ont e´te´ rajoute´es. Ce
nouveau sche´ma, appele´ “RAMEC” utilise 38 espe`ces et 190 re´actions. Les re´sultats obtenus avec ce
mode`le sont plutoˆt en bon accord avec les re´sultats expe´rimentaux en particulier la baisse de l’e´nergie
d’activation observe´e sous haute pression, en conditions riches et a` plus faibles tempe´ratures est bien
reproduite. Il ressort de leurs e´tudes que les re´actions faisant intervenir les espe`ces HO˙2, CH3O˙2 H2O2,
2. La liste d’expe´riences de validation est longue est peut eˆtre consulte´e sur : http ://homepages.vub.ac.be/ akon-
nov/science/mechanism/test.html
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CH3O˙ sont tre`s importantes pour la reproduction des comportements cine´tiques a` haute pression. Par
exemple, a` 1100 K et 100 bar, les re´actions de ramifications les plus importantes sont :
C˙H3 + CH3O˙2 = CH3O˙ + CH3O˙ (6.1)
et
H2O2 +M = O˙H + O˙H +M. (6.2)
Ces deux re´actions augmentent ainsi la formation des radicaux H˙ et O˙H expliquant les de´lais d’auto-
inflammation plus courts rencontre´s a` basses tempe´ratures et hautes pressions. Cette dernie`re e´tude a
permis de mettre en e´vidence l’importance de la prise en compte du radical CH3O˙2 et de ses re´actions
associe´es pour simuler correctement les me´canismes d’oxydation du me´thane sous hautes pressions.
Cette chimie n’est pas prise en compte dans les sche´mas pre´sente´s pre´ce´demment sauf dans le sche´ma
de Konnov.
Plus re´cemment (2001), Hugues et al. [66] ont de´veloppe´ un sche´ma cine´tique (appele´ me´canisme
de Leeds) permettant de de´crire l’oxydation du me´thane, mais aussi de l’hydroge`ne, du monoxyde de
carbone, et de l’e´thane. Ce me´canisme utilise 37 espe`ces et 351 re´actions. La validation de ce sche´ma a
e´te´ effectue´e en comparant ses propres re´sultats avec ceux obtenus a` l’aide d’autres sche´mas cine´tiques
(GRI, Konnov,...) et des re´sultats expe´rimentaux (de´lais d’inflammation, vitesse de flammes laminaires,
profils d’espe`ces,...) obtenus sur plusieurs configurations expe´rimentales, pour des tempe´ratures allant
de 1100 a` 2500 K, des pressions comprises entre 0.15 et 29 atm et des richesses entre 0.4 et 6. Cependant
l’accord avec les re´sultats expe´rimentaux en conditions riches reste a` ame´liorer. Notons e´galement que
la chimie du radical CH3O˙2 n’est pas prise en compte au sein de ce me´canisme.
En 2006, Huang et al. [65] ont de´veloppe´ un sche´ma de´taille´ pour la combustion du me´thane, l’e´thane
et le propane, a` partir du me´canisme GRI-Mech 1.2 en utilisant la meˆme approche que celle suivie pour
le de´veloppement du RAMEC. La validation du sche´ma s’est effectue´e en comparant des de´lais d’inflam-
mation obtenus expe´rimentalement au sein de tubes a` chocs sous diffe´rentes conditions (des tempe´ratures
allant de 900 a` 1400 K, des pressions allant de 16 a` 40 atm mais toujours a` la stoechiome´trie) et les de´lais
obtenus a` l’aide du mode`le. Meˆme si l’expe´rience ayant servi de validation ne s’est effectue´e qu’a` la stoe-
chiome´trie, puisque la me´thodologie utilise´e est la meˆme que pour le de´veloppement du RAMEC, l’on
peut supposer que la plage de validite´ de richesse de ce sche´ma est plus large que la stoechiome´trie,
sans pour autant pouvoir dire dans quelles proportions. La chimie du radical CH3O˙2 est prise en compte
dans ce me´canisme et l’importance de sa prise en compte est e´galement mise en lumie`re dans cette e´tude
(particulie`rement pour les phases d’auto-allumage a` basse tempe´rature).
Petersen et al. ont de´veloppe´ en 2007 un sche´ma de´taille´ pour l’oxydation du me´thane et du propane
dans des conditions typiques de celles rencontre´es au sein des turbines a` gaz. Ce sche´ma est issu des
sche´mas de Fischer et al. [41] et de O’Conaire et al. [25] et comporte 118 espe`ces et 663 re´actions. Il est
appele´ NG1 dans la suite de ce rapport. La chimie du radical CH3O˙2 est prise en compte. La validation
de ce me´canisme s’est faite en le comparant a` des re´sultats expe´rimentaux (de´lais d’auto-inflammation et
profils d’espe`ces) obtenus au sein de tubes a` chocs et d’un re´acteur me´lange´ par jets. La validation s’est
faite pour des tempe´ratures comprises entre 900 et 1600 K, des pressions comprises entre 5.3 et 140 atm
et des richesses allant de 0.3 a` 3.
Heyne al. ont de´veloppe´ en 2008 un sche´ma de´taille´ issu du me´canisme GRI-Mech 3.0 en prenant
en compte les re´actions lie´es a` la chimie du radical CH3O˙2, en se basant sur le module RAMEC. Ce
nouveau sche´ma cine´tique, appele´ “LENI” fait ainsi intervenir 41 espe`ces et 233 re´actions. La vali-
dation de ce sche´ma s’est effectue´e en comparant les re´sultats propres au me´canisme, et des re´sultats
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expe´rimentaux (de´lais d’inflammation) obtenus au sein de tubes a` chocs et de machines a` compression
rapide sur des plages de tempe´ratures allant de 850 a` 1400 K, de pressions allant de 13 a` 40 atm, et de
richesse allant de 0.5 a` 1. Ce sche´ma a e´te´ de´veloppe´ a partir du GRI 3.0 en utilisant la me´thodologie
ayant conduit a` la cre´ation du “RAMEC”. Ainsi, meˆme si les expe´riences ayant servi au de´veloppement
de ce sche´ma ne se sont effectue´es que sur des plages de conditions de pression, tempe´rature et richesse
moins importantes que pour le sche´ma “RAMEC”, l’on peut supposer que la plage de validite´ de ce
sche´ma doit eˆtre assez proche du “RAMEC”.
En 2008, Lund et al. [134] ont e´galement de´veloppe´ et valide´ un mode`le cine´tique pour la combustion
du me´thane et de l’e´thane sur une plage de tempe´rature de 500 a` 1100 K et des pressions jusqu’a` 100 bar.
Les constantes de re´actions utilise´es ont e´te´ obtenues par une analyse pousse´e de la litte´rature existante.
Des mesures expe´rimentales (profils d’espe`ces) portant sur la combustion du me´thane et de l’e´thane
dilue´s dans de l’azote ont e´te´ effectue´es au sein d’un re´acteur haute pression (50-100 bar), pour des
tempe´ratures interme´diaires (600-900 K) et des richesses allant de 0.5 a` 98. Les re´sultats obtenus sont en
assez bon accord avec les donne´es expe´rimentales sur la plage de conditions thermodynamique e´tudie´e.
La chimie du radical CH3O˙2 est e´galement prise en compte au sein de ce me´canisme. Ce sche´ma a e´te´
e´tendu (ajout d’espe`ces et de re´actions) puis teste´ sur une plage de conditions plus large (tempe´ratures
plus importantes). Les re´sultats obtenus avec cette extension sont en accord moyen avec les re´sultats
expe´rimentaux.
Les tableaux 6.1, 6.2 et 6.3 synthe´tisent ce qui vient d’eˆtre dit.
6.1.2 Choix de sche´ma cine´tique
Parmi ces diffe´rents sche´mas cine´tiques, cinq d’entre eux ont e´te´ se´lectionne´s et teste´s afin d’e´tudier
l’impact de l’utilisation de diffe´rents sche´mas cine´tiques sur l’e´volution de proprie´te´s de flammes de
pre´-me´lange. Il s’agit des sche´mas GRI-MECH 1.2 [42] et 3.0 [155] ainsi que du sche´ma RAMEC [123]
de´rive´ du GRI-MECH 1.2. Les deux autres sche´mas sont le sche´ma NG1 [124] et le sche´ma de Lindstedt
[87] utilise´ dans les travaux de Pons et al. [131].
Cinq flammes de pre´-me´lange O2/CH4 a` la stoechiome´trie, sous pression atmosphe´rique et avec une
tempe´rature de me´lange inititale de 300 K ont ainsi e´te´ ge´ne´re´es en utilisant le code de calcul REGATH,
et les cinq sche´mas cine´tiques de´taille´s pre´ce´demment cite´s. Ces flammes ont e´te´ ge´ne´re´es sans utilisation
de la mode´lisation de type GR. La figure 6.1 nous pre´sentent les profils de tempe´rature, de vitesse, des
fractions massiques d’O2 et de HO2 au sein de ces flammes. Dans ces conditions les re´sultats obtenus
sont sensiblement identiques, excepte´ concernant la pre´diction des profils de fractions massiques des
radicaux interme´diaires ou` une forte dispersion en fonction du sche´ma cine´tique utilise´ est observe´e (ex :
fig. 6.1(d)).
Puis la pression a` laquelle sont ge´ne´re´es les flammes a e´te´ progressivement e´leve´e. Les e´volutions
des vitesses de flamme Sl, des tempe´ratures de fin de combustion Tb et des e´paisseurs de flamme Lf
en fonction de la pression sont pre´sente´s sur la figure 6.2. Dans ce cas-ci, une importante dispersion en
fonction des sche´mas cine´tiques utilise´s est observe´e lors de l’observation de l’e´volution des vitesses
de flammes (voir fig. 6.2(a)). Une forte re´duction de l’e´paisseur de flamme avec l’augmentation de la
pression est observe´e (voir fig. 6.2(c)), nous donnant ainsi des e´paisseurs de flammes de l’ordre du
microme`tre pour des pressions supe´rieures a` 50-60 bar. Avec de telles e´paisseurs de flammes, il est
e´vident que la simulation nume´rique directe (DNS) de la combustion O2/CH4 n’est pas envisageable
pour un moteur complet.
La figure 6.3 pre´sente les profils de tempe´rature, de vitesse, de fraction massiques d’O2 et de HO2
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TABLE 6.1: Sche´mas cine´tiques du me´thane.
Sche´ma cine´tique Type
Nombre d’espe`ces
et de re´actions
Plage de validite´ Validation
GRI-Mech
v. 1.2 (1995) [42]
v. 2.11 (1998) [7]
v. 3.0 (2000) [155]
De´taille´
53 espe`ces
-
325 re´actions
(v. 3.0)
T ∈
[1000− 2500] K
P ∈
[0.001− 10] atm
Φ ∈ [0.1− 5]
Comparaisons avec des re´sultats expe´rimentaux
(de´lais d’inflammation et profils de concentra-
tion d’espe`ces au sein de tubes a` chocs, vitesse
de flamme laminaire, profils de concentration
d’espe`ces au sein de flammes laminaires,...)
Le nombre d’espe`ces et de re´actions ainsi que la plage de validation pre´sente´s correspond a` la version 3.0.
Le nombre de cas tests de validation est tre`s important. Voir le site
http ://www.me.berkeley.edu/gri mech/version30/text30.html pour un aperc¸u des validations effectue´es.
Chen et al. [21]
(1997)
Re´duit
(issu du
GRI-Mech 1.2)
12 espe`ces
-
9-10 ou 12 re´actions
T ∈
[1000− 1800] K
P ≈ 1 atm
Φ ∈ [0.6− 1.4]
Comparaison avec le sche´ma de´taille´ originel
(GRI 2.1) sur plusieurs configurations :
• PSR (“Perfectly Stirred Reactor”) (T0 = 300
K, P=1 atm, Φ ∈ [0.8 − 1.4], profils de
tempe´rature, de CO et de NO.)
• Flamme a` contre courant (Tempe´rature max.
en fonction du taux d’e´tirement.)
• PFR (“Plug Flow Reactor”) (T ∈ [1000 −
1800] K, P=1 atm, Φ = 1, de´lais d’inflam-
mation.)
• Flamme 1D pre´me´lange´e (P=1 atm, Φ ∈
[0.6− 1.4], vitesse de flamme.)
Sung et al. [158]
(1998)
Re´duit
(issu du
GRI-Mech 1.2)
16 espe`ces
-
12 re´actions
T ∈
[1000− 2000] K
P ∈ [0.25−20] atm
Φ ∈ [0.2− 2]
Comparaison avec le sche´ma de´taille´ origi-
nel (GRI 1.2) sur plusieurs configurations
nume´riques :
• Re´acteur homoge`ne (T ∈ [1000− 2000]K,
P ∈ [0.25− 20] atm, Φ ∈ [0.5− 2])
• Tubes a` chocs (T ∈ [1200 − 1700] K,
P ∈ [0.5 − 15] atm, Φ ∈ [0.2 − 2], de´lais
d’inflammation)
• PSR (“Perfectly Stirred Reactor”) (T0 = 300
K, P ∈ [0.25− 20] atm, Φ ∈ [0.6− 1.5])
• Flamme 1D (P ∈ [0.25 − 20] atm, Φ ∈
[0.7− 1.3], vitesse de flamme.)
• Flamme a` contre courant (T0 = 300 K,
P ∈ [0.25 − 20] atm, tempe´rature max. en
fonction du taux d’e´tirement.)
La validation de ce sche´ma ne s’est faite que par comparaison des re´sultats avec ceux du sche´ma de´taille´
(et non avec des re´sultats expe´rimentaux) sur une plage de pression plus large que la plage de validite´ du
sche´ma de´taille´. Les auteurs ont conside´re´ que le sche´ma e´tait valide tant que ses re´sultats ne de´viaient
pas du sche´ma de´taille´. Ceci explique le fait que la plage de pression pre´sente´e est plus large que celle du
sche´ma originel. Logiquement cette plage de pression devrait eˆtre ramene´e a` celle du sche´ma d’origine.
Konnov [80]
(1998)
De´taille´
127 espe`ces
-
1200 re´actions
(v. 0.5)
T ∈ [900− 3000]K
P ∈ [0.01−10] atm
Φ ∈ [0.2− 2.5]
Comparaisons avec des re´sultats expe´rimentaux
(de´lais d’inflammation et profils de concentra-
tion d’espe`ces au sein de tubes a` chocs, vitesse
de flamme laminaire, profils de concentration
d’espe`ces au sein de flammes laminaires,...
Ce sche´ma n’est pas seulement un sche´ma de´die´ a` la combustion du me´thane. La combustion des
hydrocarbures C2-C3 ainsi que leur de´rive´s, la chimie N-H-O, et la re-combustion sont e´galement inclus
de fac¸on tre`s de´taille´e. Les nombres d’espe`ces et de re´actions pre´sente´s correspond a` la dernie`re version
de ce me´canismes (v. 0.5) mises en ligne en 2008. Le nombre de cas tests de validation est important. Voir
le site http ://homepages.vub.ac.be/ akonnov/science/mechanism/test.html pour un aperc¸u des validations
effectue´es.
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TABLE 6.2: Sche´mas cine´tiques du me´thane.
Sche´ma cine´tique Type
Nombre d’espe`ces
et de re´actions
Plage de validite´ Validation
RAMEC
Petersen et al. [123]
(1999)
De´taille´
(issu du GRI
1.2)
38 espe`ces
-
190 re´actions
T ∈
[1040− 1500] K
P ∈ [40− 260] atm
Φ ∈ [0.4− 6]
Comparaisons avec des re´sultats
expe´rimentaux :
• Tube a` chocs (T ∈ [1040 − 1500] K, P ∈
[40− 260] atm, Φ ∈ [0.4− 6]) : mesure des
de´lais d’inflammation.
Sche´ma mis au point pour simuler la combustion du me´thane a` des pressions et tempe´ratures typiques des
conditions extreˆmes rencontre´es au sein de tubes a` chocs. Cette e´tude a` montrer la ne´cessite´ de prendre en
compte avec pre´cision la chimie des radicaux HO2, H2O2 et CH3O2 pour les faibles tempe´ratures et
hautes pressions. La chimie du radical CH3O2 n’est pas prise en compte dans les sche´mas cite´s
pre´ce´demment.
Leeds
Hugues et al. [66]
(2001)
De´taille´
37 espe`ces
-
357 re´actions
T ∈
[1100− 2500] K
P ∈ [0.15−29] atm
Φ ∈ [0.4− 6]
Comparaisons avec des re´sultats expe´rimentaux
et d’autres sche´mas cine´tiques (GRI,
Konnov) de de´lais d’inflammation, de vi-
tesses de flammes laminaires et de profils
d’espe`ces propres a` plusieurs configurations
expe´rimentales [66].
La chimie du radical CH3O2 n’est pas prise en compte. Les re´sultats obtenus en condition riche n’ont
qu’un accord moyen avec les re´sultats expe´rimentaux.
UBC 2.0
Huang et al. [65]
(2006)
De´taille´
(issu du GRI
1.2)
55 espe`ces
-
278 re´actions
T ∈ [900− 1400]K
P ∈ [16− 40] atm
Comparaisons avec des re´sultats
expe´rimentaux :
• Tube a` chocs (T ∈ [900 − 1400] K, P ∈
[16 − 40] atm, Φ = 1) : mesure des de´lais
d’inflammation.
Ce sche´ma a e´te´ de´veloppe´ a partir du GRI 1.2 en utilisant la meˆme approche que celle suivi pour le
“RAMEC”, ainsi, meˆme si l’expe´rience ayant servi a` la validation de ce sche´ma ne s’est e´ffectue´e qu’a` la
stoechiome´trie, l’on peut supposer que la plage de validite´ de richesse pour ce sche´ma est plus large que
la stoechiome´trie. La chimie du radical CH3O2 est prise en compte.
NG1 [124]
(2007)
De´taille´
118 espe`ces
-
663 re´actions
T ∈ [900− 1600]K
P ∈ [5.3−140] atm
Φ ∈ [0.5− 3]
Comparaisons avec des re´sultats
expe´rimentaux :
• Tube a` chocs (T ∈ [1040 − 1585] K, P ∈
[5.3−140] atm, Φ ∈ [0.5−3]) : mesure des
de´lais d’inflammation.
• “Jet stirred reactor” (T ∈ [900 − 1200] K,
P = 10 atm, Φ ∈ [0.3 − 1]) : mesure de
profils d’espe`ces.
Ce sche´ma est issu des sche´mas de´veloppe´s par Fischer et al. [41] et par O’Conaire et al.[25]). La chimie
du radical CH3O2 est prise en compte.
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TABLE 6.3: Sche´mas cine´tiques du me´thane.
Sche´ma cine´tique Type
Nombre d’espe`ces
et de re´actions
Plage de validite´ Validation
LENI
Heyne et al. [62]
(2008)
De´taille´
(issu du GRI
3.0)
43 espe`ces
-
233 re´actions
Validation :
T ∈ [850− 1400]K
P ∈ [13− 40] atm
Φ ∈ [0.5− 1]
Suppose´e :
T ∈ [850− 1500]K
P ∈ [13− 260] atm
Φ ∈ [0.4− 6]
Comparaisons avec des re´sultats
expe´rimentaux :
• RCM (“Rapid Compression Machine”, T ∈
[850 − 925] K, P ∈ [13 − 21] atm, Φ ∈
[0.5−1]) : mesure des de´lais d’inflammation.
• Tube a` chocs (T ∈ [900 − 1400] K, P ∈
[16 − 40] atm, Φ = 1) : mesure des de´lais
d’inflammation.
Ce sche´ma a e´te´ de´veloppe´ a partir du GRI 3.0 en utilisant la me´thodologie ayant conduit a` la cre´ation du
“RAMEC”. Ainsi, meˆme si les expe´riences ayant servi au de´veloppement de ce sche´ma ne se sont
effectue´es que sur des plages de conditions de pression, tempe´rature et richesse moins importante que
pour le sche´ma “RAMEC”, l’on peut supposer que la plage de validite´ de ce sche´ma doit eˆtre assez
proche du “RAMEC”. La chimie du radical CH3O2 est prise en compte.
Rasmusen et al.
[134]
(2008)
De´taille´
≈ 40 espe`ces
-
229 re´actions
T ∈ [500− 1100]K
P ∈ [50− 100] atm
Φ ∈ [0.04− 98]
Comparaisons avec des re´sultats
expe´rimentaux :
• Re´acteur laminaire (T ∈ [600−900]K, P ∈
[50 − 100] atm, Φ ∈ [0.04 − 98]) : profils
d’espe`ces.
La chimie du radical CH3O2 est prise en compte. Ce sche´ma a e´te´ e´tendu (ajout d’espe`ces et de
re´actions) afin de le tester sur une plage de conditions plus larges (tempe´ratures plus importantes). Ce
sche´ma e´tendu a e´te´ teste´ en le comparant a` des re´sultats expe´rimentaux obtenus au sein de tubes a` chocs
(T ∈ [1600− 2000]K, P ∈ [2− 13] atm, Φ ∈ [0.5− 2], comparaison des de´lais d’auto-inflammation),
et de re´acteurs (T ∈ [800− 1500] K, P = 1 atm, comparaison des profils de CO). Les re´sultats obtenus
avec cette extension sont en accord moyen avec les re´sultats expe´rimentaux.
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FIGURE 6.1: Evolution des profils de tempe´rature (a), de vitesse (b), de fraction massique d’oxyge`ne (c)
et de fraction massique de HO2 au sein de flammes de pre´-me´lange O2/CH4 a` la stoechiome´trie et sous
pression atmosphe´rique.
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FIGURE 6.2: Evolution des vitesses de flamme (a), des tempe´ratures de fin de combustion (b), et des
e´paisseurs de flamme (c) des flammes de pre´-me´lange O2/CH4 a` la stoechiome´trie en fonction de la
pression.
au sein de ces flammes obtenues a` 100 bar. La re´duction de l’e´paisseur est clairement visible passant
d’environ 100 µm a` quelques µm.
Les calculs de flammes pre´sente´s jusqu’a` pre´sent ont tous e´te´ effectue´s sans le formalisme de la
mode´lisation de type GP. Ceci meˆme si les pressions atteintes sont supercritiques pour l’oxyge`ne et le
me´thane. Ceci est duˆ au fait que la tempe´rature de me´lange initiale est de 300K, tempe´rature a` laquelle
les diffe´rences obtenues dans l’e´valuation des diffe´rentes variables entre les formalismes de type GR ou
GP ne sont pas tre`s importantes comme illustre´ sur la figure 6.4.
A` la suite de cela, la tempe´rature de me´lange initiale a e´te´ progressivement abaisse´e. Dans ce cas-
ci, les calculs ont e´te´ re´alise´s avec et sans le formalisme de type GR. Les diffe´rences obtenues entre la
mode´lisation de type GR et GP deviennent alors importantes et ne peuvent plus eˆtre ne´glige´es comme
illustre´ sur la figure 6.5 ou` l’e´volution de la tempe´rature des gaz bruˆle´s et de la vitesse de flamme en
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FIGURE 6.3: Evolution des profils de tempe´rature (a), de vitesse (b), de fraction massique d’oxyge`ne (c)
et de fraction massique de HO2 au sein de flammes de pre´-me´lange O2/CH4 a` la stoechiome´trie et sous
une pression de 100 bar.
Interaction Chimie-Turbulence 130
X (mm)
T
 (
K
)
0.824 0.826 0.828 0.83 0.832
0
1000
2000
3000
4000
PG - RAMEC
RG - RAMEC
(a)
X (mm)
O
2
0.824 0.826 0.828 0.83 0.832
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
PG - RAMEC
RG - RAMEC
(b)
FIGURE 6.4: Comparaison de l’e´volution des profils de tempe´rature (a), et de fraction massique
d’oxyge`ne (b) pour des flammes de pre´-me´lange O2/CH4 a` la stoechiome´trie et sous une pression de
100 bar calcule´es avec le formalisme GP et GR.
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FIGURE 6.5: Evolution de la tempe´rature des gaz bruˆle´s et de la vitesse de flamme en fonction de la
tempe´rature des gaz frais sous une pression de 67 bar pour des flammes de pre´-me´lange calcule´es avec
le sche´ma cine´tique de Lindstedt.
fonction de l’e´volution de la tempe´rature des gaz frais.
D’une manie`re ge´ne´rale, les re´sultats obtenus avec les sche´mas cine´tiques RAMEC et GRI-MECH
1.2 et 3.0 sont sensiblement les meˆmes. Les deux autres sche´mas (Lindstedt et NG1) pre´sentent des
re´sultats quelques peu distincts des 3 autres. Le sche´ma NG1 e´tant relativement lourd (118 espe`ces et
663 re´actions), les calculs de flammelettes re´alise´s avec ce sche´ma deviennent tre`s longs. Le RAMEC
apparait comme le meilleur choix en terme de compromis entre qualite´ des re´sultats et taille de sche´ma.
Le sche´ma de Lindstedt, pour lequel la ge´ne´ration de tables chimiques est assez rapide, sera ne´anmoins
utilise´ en premie`re intention car faisant suite aux travaux de Pons et al. [131].
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6.2 Mode´lisation de la chimie
Une attention particulie`re doit eˆtre apporte´e au traitement de l’interaction entre la cine´tique chi-
mique et la turbulence au sein des e´coulements supercritiques. En effet, il est bien connu que le nombre
de Reynolds d’un e´coulement augmente de fac¸on quasi-line´aire avec la pression. Une augmentation de
pression la faisant passer de 1 a` 100 bar conduit a` l’e´le´vation du nombre de Reynolds de deux ordres de
grandeurs [112][178], faisant ainsi baisser la taille des plus petites e´chelles associe´es (l’e´chelle de Kol-
mogorov) d’environ 1,5 ordre de grandeur. En paralle`le a` cela, une e´tude [138] montre que l’e´paisseur de
flamme diminue de fac¸on proportionnelle a` la racine carre´ de la pression lors d’une augmentation de pres-
sion. Elle se trouve donc a` diminuer plus lentement que la taille des plus petites e´chelles turbulentes de
l’e´coulement lorsque la pression augmente. Il est donc possible dans le cas d’e´coulements supercritiques
re´actifs d’avoir des e´paisseurs de flammes de l’ordre de grandeur des e´chelles de Kolmogorov pre´sentes.
Or la plupart des mode`les de combustion utilise´s habituellement (mode`les de flammelette,...) repose sur
l’hypothe`se de se´paration d’e´chelles. Celle-ci stipule que les re´actions chimiques ont lieu au sein d’une
couche bien plus petite que l’e´chelle de Kolmogorov. Cette hypothe`se peut donc devenir discutable dans
le cas d’e´coulements a` haute pression et l’utilisation des mode`les de combustion classiques peuvent eˆtre
remis en cause. Cependant, quelques e´tudes [31][30][179] semblent montrer que l’utilisation du mode`le
de flammelette reste valable dans des conditions supercritiques. Dans notre e´tude, un mode`le base´ sur
l’approche flammelettes de pre´me´lange (PCM-FPI) est conside´re´. Le mode`le PCM-FPI [50][171] (Pre-
sumed Conditional Moments - Flame Prolongation of ILDM) est base´ sur le principe de la tabulation de
la chimie de´taille´e. Les informations essentielles sur la cine´tique chimique (fractions massiques, termes
sources d’espe`ces, tempe´rature,...) sont stocke´es dans une base de donne´es obtenue a` partir d’une collec-
tion de flammelettes de pre´-me´lange ge´ne´re´e a` l’aide d’un code de flammelette de type PREMIX et de
sche´mas cine´tiques de´taille´s, et indexe´es selon les moments d’ordre un et d’ordre deux de variables de
controˆle. Dans le formalisme actuel de FPI, ces grandeurs sont la fraction de me´lange Z et la variable
d’avancement Yc. Son avantage principal est de rendre compte des effets de chimie non-infinement ra-
pide, en offrant e´galement une description assez fine des fractions massiques dans l’e´coulement re´actif,
tout cela en pre´sentant des temps de calcul plus courts. Le mode`le repose sur deux e´tapes successives :
d’abord le traitement de la chimie (e´tape FPI), puis son couplage avec la turbulence (e´tape PCM).
6.2.1 Etape FPI
L’e´tape FPI permet de s’inte´resser a` des e´volutions thermodynamiques de me´langes gazeux dont la
structure spatiale correspond a` la flamme laminaire parfaitement pre´me´lange´e. Dans le cadre de FPI, les
donne´es lie´es a` la thermochimie sont tabule´es et stocke´es en fonction deux variables de controˆle : la
fraction de me´lange z et la variable d’avancement Yc. La fraction de me´lange caracte´rise la richesse du
me´lange initial, coˆte´ gaz frais, tandis que Yc est utile dans l’indication de l’avancement de la combustion
vers l’e´tat d’e´quilibre. Yc est construite a` partir de combinaisons de fractions massiques d’espe`ces. Si
l’on s’inte´resse aux proprie´te´s ϕi de la flamme, l’application de la me´thode FPI e´quivaut au passage d’un
syste`me :
ϕi = ϕi(Φ, x), (6.3)
vers un syste`me parame´tre´ :
ϕi = ϕi(z, Yc). (6.4)
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Φ la richesse du me´lange initial, et x la position au sein de la flamme. Dans notre cas Yc est pris comme
e´tant e´gal a` la somme des fractions massiques de CO, CO2, H2 et H2O : Yc = YCO+YCO2+YH2+YH2O.
Cette de´finition de Yc permet une e´volution injectives des variables stocke´es dans la table chimique en
fonction de Yc. Elle a de´ja` e´te´ utilise´e dans l’e´tude de Cutrone et al. [31] dans laquelle la simulation de
la combustion du me´thane a` haute pression avait e´te´ aborde´e en utilisant un mode`le de flammelettes de
diffusion. Il est e´galement possible de de´finir une variable de progre`s normalise´e “c”, tel que 0 ≤ c ≤ 1,
et de´finie de la manie`re suivante :
c =
Yc
Y eqc
=
(YCO + YCO2 + YH2 + YH2O)
(YCO + YCO2 + YH2 + YH2O)
eq
. (6.5)
6.2.2 Couplage avec la turbulence - Etape PCM
L’e´tape PCM concerne le couplage entre la table chimique obtenue graˆce a` l’e´tape FPI et la tur-
bulence. Le mode`le PCM-FPI est base´ sur la description de la combustion turbulente a` l’aide d’une
approche statistique. Au sein de cette approche, le mode`le s’appuie sur une description statistique du
me´lange en de´finissant une fonction de densite´ de probabilite´ (PDF) filtre´e. Ainsi, il est possible d’e´crire
de manie`re directe les diffe´rentes proprie´te´s ϕi locales, instantane´es et filtre´es de la manie`re suivante :
ϕ˜i(x, t) =
∫ 1
0
∫ 1
0
ϕi(z, c) P˜(Z, c, x, t) dz dc. (6.6)
Dans cette e´quation, figurent la proprie´te´s physiques locales non filtre´e ϕi(z, c), ainsi que la PDF jointe
de z et c P˜(z, c, x, t). Bien entendu, toute la difficulte´ re´side dans la de´termination de la PDF. Deux
choix sont possibles : la re´solution de cette PDF en chaque point de l’espace et du temps (approche PDF
transporte´e) ou la pre´de´termination “arbitraire” (approche PDF pre´sume´e). Le mode`le PCM est base´ sur
cette dernie`re approche, et utilise des fonctions β afin de pre´sumer les formes des PDF utilise´es. Avec
le formalisme PCM-FPI, les variables ϕi(z, c) sont extraites d’une base de donne´es (ou bibliothe`que de
flammes) ge´ne´re´es a` partir des conditions thermodynamiques de re´fe´rence correspondant au cas e´tudie´
(voir la section 9.3.1 pour un exemple de ge´ne´ration de bibliothe`que de flammes correspondant au cas
MASCOTTE vise´).
L’e´quation (6.6) a e´te´ formule´e pour c ∈ [0, 1] et non pour Yc afin de tirer avantage des analyses faites
par Vervisch et al. [170] : ces travaux et calculs DNS montrent en effet que la probabilite´ conditionne´e
P¯(c | z) est peu de´pendante de la valeur de la fraction de me´lange z. Ce constat est illustre´ par la figure
6.6, ou` la localisation du pic et son amplitude sont faiblement de´pendantes de la richesse (la gamme
de fraction de me´lange est assez large dans la mesure ou` elle s’e´tend de z = 0.1 a` z = 0.8). D’autres
analyses ont e´te´ mene´es par Rullaud [141] sur les donne´es expe´rimentales des flammes Sandia [2] et
aboutissent aux meˆmes conclusions. On e´nonce alors l’hypothe`se suivante, qui reste l’une des hypothe`ses
les plus dures du formalisme PCM-FPI :
P¯(c | z) ≈ P¯(c), (6.7)
ce qui, a` partir de la relation exacte P˜(z, c) = P¯(c | z) × P(z), permet d’obtenir l’expression finale de
la de´composition de la PDF jointe en deux contributions se´pare´es :
P¯(z, c) = P¯(c)× P(z). (6.8)
Il est important de pre´ciser que rien ne permet d’affirmer si cette hypothe`se est valide dans notre cadre
d’e´tude. L’e´quation (6.6) peut alors se re´e´crire de la manie`re suivante :
ϕ˜i(x, t) =
∫ 1
0
∫ 1
0
ϕi(z, c) P¯(c)× P(z) dz dc. (6.9)
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FIGURE 6.6: Trace´s de PDF conditionne´e P¯(c | z) en fonction de c, extraits de DNS [170].
Avec l’approche PCM, on fait le choix de pre´sumer les formes des deux PDF selon une fonction Beta. Les
fonctions Beta sont parame´tre´es par les deux premiers moments de la variable de controˆle conside´re´e(z
ou c). Si l’on s’inte´resse a` l’expression de P(z), on e´crit :
P(z) =
za−1(1− z)b−1∫ 1
0 (z − 1)a−1(1− z)b−1dz
, (6.10)
ou` les coefficients a et b sont de´termine´s via les relations :
a = z˜
Ç
1
Sz
− 1
å
et b = a
Ç
1
z˜
− 1
å
, (6.11)
Sz qui apparaıˆt dans le calcul de a est le facteur de se´gre´gation : c’est le rapport entre la variance et le
niveau maximal possible de la variance. Sz s’e´crit donc :
Sz =
zv
z˜ (1− z˜) =
z˜2 − z˜z˜
z˜(1− z˜) . (6.12)
La figure 6.7 permet d’illustrer les allures que peut prendre la β-PDF P(z) pour diffe´rentes configura-
tions de me´lange. Dans le cas A, nous sommes dans la partie oxydant pur : la PDF forme un pic a` la
valeur correspondante z˜ = 0. Dans le cas B, nous sommes cette fois-ci dans la partie carburant pur : le
pic se trouve alors en z˜ = 1. Dans le cas C, nous nous trouvons dans une zone de me´lange homoge`ne :
la PDF observe un pic centre´ et peu large autour de la valeur moyenne z˜. Enfin, dans le cas D, nous
nous trouvons dans une zone de forte inhomoge´ne´ite´ : la PDF pre´sente deux pics tout deux relie´s par un
plateau. La PDF de la seconde variable de controˆle (la variable de progre`s normalise´e : c) est parame´tre´e,
de manie`re analogue a` P(z), par c˜ et Sc. Le facteur de se´gre´gation de la variable de progre`s Sc s’obtient
avec l’e´quation suivante :
Sc =
c˜2 − c˜c˜
c˜(1− c˜) . (6.13)
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FIGURE 6.7: Illustration de quatre allures possibles de la fonction β-PDF P(z) dans le cas d’une confi-
gurations de flamme de jet [50].
Cependant ces deux variables normalise´es ne sont pas directement accessibles dans le code utilise´ car ce
ne sont pas les variables transporte´es. On formule habituellement les e´quations de transport pour Y˜c etfiYcYc pour des raisons pratiques d’e´criture et de re´solution des e´quations. Bray et al. [9] ont par exemple
montre´ la formulation de l’e´quation de transport de c˜ a` richesse variable posse`de des termes aditionnelles.
La variable c˜ s’exprime de la meˆme manie`re que la variable c (cf. eq. (6.5)), c˜ :
c˜ =
Y˜cfiY eqc . (6.14)fiY eqc est calcule´ par inte´gration de Y eqc a` travers la PDF de la fraction de me´lange, soit :
fiY eqc = ∫ 1
0
Y eqc (Z)P(Z)dZ, (6.15)
Notons que le facteur de se´gre´gation de la variable de progre`s Sc peut aussi eˆtre exprime´ comme
Sc =
fiYcYc
˜
Y eq 2c
− Y˜c
Y˜ eqc
Y˜c
Y˜ eqc
Y˜c
Y˜ eqc
(1− Y˜c
Y˜ eqc
)
, (6.16)
avec :
˜Y eq 2c =
∫ 1
0
Y eqc (Z)Y
eq
c (Z)P(Z)dZ. (6.17)
Les deux principales e´tapes du mode`les PCM-FPI sont maintenant explique´es. Concre`tement, cela re-
vient a` tabuler les variables ϕi qui nous nous inte´ressent en fonction des variables de controˆle Z et c mais
aussi de leurs variances.
6.2.3 Equations de transport
Dans SiTComB, en utilisant le formalisme de la chimie tabule´e PCM-FPI, les e´quations de transports
de Navier-stokes pre´sente´es au chapitre 3, sont remplace´es par :
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E´quation de transport de la densite´
∂ρ¯
∂t
+
∂ρ¯u˜i
∂xi
= 0 (6.18)
E´quation de transport de la quantite´ de mouvement filtre´e
∂ρ¯u˜i
∂t
+
∂ρ¯u˜iu˜j
∂xi
= − ∂P
∂xj
+
∂τ¯ij
∂xi
− ∂
∂xi
[ρ¯(fiuiuj − u˜iu˜j)] (6.19)
E´quation de transport de l’e´nergie totale filtre´e
∂ρ¯‹et
∂t
+
∂ρ¯u˜i‹et
∂xi
=
∂
∂xi
(
λ
Cp
∂h˜
∂xi
)
+
∂
∂xj
(σijui)− ∂
∂xi
[ρ¯(fiuiet − u˜i‹et)] (6.20)
Le terme P repre´sente la valeur de la pression calcule´e a` partir des valeurs obtenues par le champ des
variables conservatives re´solu par la LES graˆce a` l’e´quation d’e´tat utilise´e. Les e´quations d’e´tat utilise´es
sont pre´sente´es a` la section suivante. Le tenseur des contraintes visqueuses τ¯ij est e´galement calcule´ a`
partir des grandeurs filtre´es :
τ¯ij = µ
ñÇ
∂u˜i
∂xj
+
∂u˜j
∂xi
å
− 2
3
∂u˜k
∂xk
δij
ô
. (6.21)
µ est la viscosite´ dynamique, et λ est la conductivite´ thermique.
Les termes en corre´lation double (fiuiuj − u˜iu˜j), (fluiYk − u˜i‹Yk), et (fiuiE − u˜i‹E) sont mode´lise´s de
la meˆme manie`re que dans le chapitre 3.
E´quation de transport de la fraction de me´lange filtre´e
∂ρ¯‹Z
∂t
+
∂ρ¯u˜i‹Z
∂xi
=
∂
∂xi
(
ρ¯D
∂‹Z
∂xi
)
− ∂
∂xi
î
ρ¯(fiuiZ − u˜i‹Z)ó, (6.22)
ou` τ¯Z =
î
ρ¯(fiuiZ − u˜i‹Z)ó est le terme de transport turbulent mode´lise´ par une hypothe`se de type gra-
dient :
τ¯Z = [ρ¯(fiuiuj − u˜iu˜j)] = − νt
Sct
∂‹Z
∂xi
. (6.23)
Le coefficient de diffusion D est de´fini par :
D =
λ
ρCp
. (6.24)
E´quation de transport de la variance de Z filtre´e
∂ρ¯Zv
∂t
+
∂ρ¯u˜Zv
∂xi
=
∂
∂xi
Å
ρ¯D
∂Zv
∂xi
ã
− ∂
∂xi
[ρ¯(‹uiZv − u˜iZv)]− 2τ¯Z ∂‹Z
∂xi
− 2s¯χZ (6.25)
avec τ¯Zv = [ρ¯(‹uiZv − u˜iZv)] e´galement ferme´ par l’hypothe`se de type gradient. Rappelons que Zv =
Z˜Z−‹Z‹Z. Le terme s¯χZ apparaıˆt lorsque l’on e´crit la dissipation scalaire de la fraction de me´lange, soit :
ρ¯›χZ = ρD ∣∣∣∣ ∂Z∂xi
∣∣∣∣2 = ρ¯D
∣∣∣∣∣ ∂‹Z∂xi
∣∣∣∣∣
2
+ s¯χZ . (6.26)
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Le terme de sous-maille n’est pas ferme´ et ne´cessite un effort de mode´lisation. On peut e´crire l’hypothe`se
de relaxation line´aire de la variance de sous-maille, qui fait intervenir un temps caracte´ristique∼ ∆2/νt :
s¯χZ = ρ¯CχZ
νt
Sct
Zv
∆2
(6.27)
ou` ∆ repre´sente la taille caracte´ristique du maillage. CχZ est une constante fixe´e a` 1 dans les calculs
LES pre´sente´s dans ce manuscrit.
E´quation de transport de la variable d’avancement filtre´e
∂ρ¯Y˜c
∂t
+
∂ρ¯u˜Y˜c
∂xi
=
∂
∂xi
(
ρ¯D
∂Y˜c
∂xi
)
− ∂
∂xi
î
ρ¯(‹uiY˜c − u˜iY˜c)ó+ ρ¯ ˜˙ωYc (6.28)
avec τ¯Yc =
î
ρ¯(‹uiY˜c − u˜iY˜c)ó ferme´ e´galement par l’hypothe`se de type gradient.
E´quation de transport de la variable fiYcYc
∂ρ¯fiYcYc
∂t
+
∂ρ¯u˜fiYcYc
∂xi
=
∂
∂xi
(
ρ¯D
∂fiYcYc
∂xi
)
− ∂
∂xi
î
ρ¯(‹uifiYcYc − u˜ifiYcYc)ó− 2ρχYc + 2ρ¯Y˜c ˙ωYc , (6.29)
avec τ¯YcYc =
î
ρ¯(‹uifiYcYc − u˜ifiYcYc)ó ferme´ e´galement par l’hypothe`se de type gradient. En proce´dant de
la meˆme manie`re que pour la variance de Z, on peut e´crire :
ρχYc = ρD
∣∣∣∣∂Yc∂xi
∣∣∣∣2 = ρ¯D
∣∣∣∣∣∂Y˜c∂xi
∣∣∣∣∣
2
+ s¯χYc , (6.30)
avec
s¯χYc = ρ¯CχYc
νt
Sct
Ycv
∆2
(6.31)
ou` Ycv = fiYcYc− Y˜cY˜c. La constante CχYc est une constante fixe´e a` 1 dans les calculs LES pre´sente´s dans
ce manuscrit. Domingo et al. [35] ont montre´ que l’hypothe`se de relaxation line´aire pour cette grandeur
re´active pouvait eˆtre comple´te´e par une approche type analyse bi-modale. Cette de´rivation introduite sur
l’e´quation (6.32), devient exacte pour des niveaux e´leve´s de variance, soit Sc → 1.
ρχYc = ρYcω˙Yc −
ρY eqc ω˙Yc
2
(6.32)
Le mode`le utilise´ finalement est base´ sur les deux contributions, avec des poids en Sc et (1− Sc) :
s¯χYc = (1− Sc)× ρ¯CχYc
νt
Sct
Ycv
∆2
+ Sc ×
Ñ
−ρD
∣∣∣∣∣∂Y˜c∂xi
∣∣∣∣∣
2
+ ρYcω˙Yc −
ρY eqc ω˙Yc
2
é
(6.33)
Notons que les e´quations (6.28), (6.29) et (6.33) font apparaıˆtre trois termes sources chimiques diffe´rents,
qui sont tabule´s et stocke´s dans la table chimique PCM-FPI. Ils sont obtenus par inte´gration avec les β-
PDF de la fac¸on suivante :
˜˙ωYc =
∫ 1
0
∫ 1
0
ω˙Yc(Z, c) P¯(c)× P(Z) dZ dc (6.34)
Y˜cω˙Yc =
∫ 1
0
∫ 1
0
Ycω˙Yc(Z, c) P¯(c)× P(Z) dZ dc (6.35)
Y˜ eqc ω˙Yc =
∫ 1
0
∫ 1
0
Y eqc ω˙Yc(Z, c) P¯(c)× P(Z) dZ dc (6.36)
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Chapitre 7
Couplage de la chimie tabule´e avec un
code compressible
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7.1 Proble´matique
Nous avons vu dans la section pre´ce´dente, que le principe de la chimie tabule´e consiste a` parame´trer
les variables thermochimiques (tempe´rature, termes sources,...) en fonction de variables de controˆle Ψl.
Le principal proble`me concernant l’utilisation du formalisme de chimie tabule´e au sein d’un code com-
pressible provient du fait que les perturbations acoustiques dues aux effets compressibles ne sont pas
pris en compte lors de la ge´ne´ration de la table chimique. En effet, celle-ci est cre´e´e a` partir d’une bi-
bliothe`que de flammelettes ge´ne´re´es a` pression constante. Cette limitation n’est pas un proble`me dans le
cas de l’utilisation de code bas Mach dans lesquels les effets des fluctuations de pression sur les variables
thermochimiques ϕi sont ne´glige´s. Le nombre de Mach d’un e´coulement est de´fini comme :
M =
u
a
, (7.1)
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ou` u est une vitesse caracte´ristique de l’e´coulement e´tudie´, et a est la vitesse du son au sein de cet
e´coulement. Dans ce cas-ci, les variables thermochimiques ϕi de´crivant l’e´coulement simule´ peuvent
eˆtre directement lues dans la table chimique :
ϕi = ϕ
tab
i (Ψ1,Ψ2, ...,Ψl) . (7.2)
Avec un code compressible, les e´quations de transports utilise´es sont celles pre´sente´es au chapitre 6.
Les variables transporte´es sont la masse volumique ρ, les vitesses ui, l’e´nergie totale et, ainsi que les
variables de controˆles Ψl. De ce fait, la masse volumique, l’e´nergie interne e, et ainsi la tempe´rature, ne
peuvent eˆtre directement lues au sein de la table chimique :
ρ *= ρtab(Ψ1,Ψ2, ...,Ψl), (7.3)
e *= etab(Ψ1,Ψ2, ...,Ψl), (7.4)
T *= T tab(Ψ1,Ψ2, ...,Ψl). (7.5)
La tempe´rature ne pouvant eˆtre lue directement dans la table, elle doit eˆtre calcule´e. Nous avons vu a` la
section 3.2 que le calcul direct de la tempe´rature ne´cessite de connaıˆtre la composition du me´lange (les
Yk). Or la tabulation de toutes les espe`ces du sche´ma cine´tique ayant servi a` la ge´ne´ration de la table
chimique, dans le cas de l’utilisation de cine´tique chimique de´taille´s, conduit a` des tables chimiques de
tre`s grande taille (ce qui peut poser proble`me dans le cas de calculs massivement paralle`les ou` la quantite´
de me´moire RAM disponible pour chaque processeur est limite´e). Ceci n’e´tant pas faisable, des solutions
pour pallier a` ce proble`me ont e´te´ de´veloppe´es et sont rapidement pre´sente´es ci-dessous. Une description
plus de´taille´e peut eˆtre trouve´e dans la the`se de R. Vicquelin [172].
Introduire une dimension supple´mentaire L’introduction d’une nouvelle dimension en tempe´rature
a` la table chimique permet de prendre en compte les effets de compressibilite´ sur la tempe´rature. Cepen-
dant, l’introduction d’une nouvelle dimension au sein de la table chimique peut e´galement conduire a`
des tables de tailles trop importantes.
Stockage de N tab espe`ces Cette solution consiste a` effectuer le calcul de tempe´rature a` l’aide d’un
groupe de N tab espe`ces tabule´es parmis les Nsp espe`ces pre´sentes au sein du sche´ma cine´tique ayant
servit a` ge´ne´rer la table chimique. Cette me´thode est par exemple utilise´e par Domingo et al. [34][35].
Une attention particulie`re doit eˆtre porte´e sur le choix et le nombre des espe`ces a` tabuler et un nombre
trop important d’espe`ces a` prendre en compte pour effectuer le calcul de la tempe´rature peut conduire a`
la cre´ation de tables trop lourdes.
Transport partiel des espe`ces Une autre me´thode utilise´e par Galpin et al. [47][46] consiste a` trans-
porter Nc espe`ces en plus des e´quations de transport pour les variables de controˆle Ψl. La masse volu-
mique ρ est alors calcule´e comme ρ =
∑Nc
k=1 ρk.
Me´thode TTC (Temperature computation for tabulated chemistry) Cette me´thode, de´veloppe´e par
R. Vicquelin [172], posse`de l’avantage de permettre le calcul de la tempe´rature sans avoir a` recourir au
stockage d’espe`ces chimiques au sein de la table. Cette me´thode va maintenant eˆtre de´taille´e.
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7.2 La me´thode TTC pour les GP
Dans le cadre des gaz parfaits, cette me´thode permet le calcul de la tempe´rature simplement a` partir
de la valeur de la tempe´rature tabule´e T tab, la capacite´ calorifique a` volume constant Ctabv et la diffe´rence
entre les valeurs transporte´es et tabule´es de l’e´nergie interne, e et etab respectivement. La notation Φtab
repre´sente la valeur de la variable Φ tabule´e de´pendante des l variables de controˆle transporte´es Ψl qui
sont les coordonne´es d’entre´e au sein de la table chimique : Φtab = Φtab (Ψ1,Ψ2, ...,Ψl). En gaz parfait,
l’e´nergie interne ne de´pend que de la tempe´rature et de la composition :
e = e(T, Yk) (7.6)
La diffe´rentielle de e est donc donne´e par :
de =
∂e
∂T
∣∣∣∣
Yk
dT +
Nsp∑
k=1
∂e
∂Yk
∣∣∣∣
T
dYk, (7.7)
avec
Cv = Cv(T, Yk) =
∂e
∂T
∣∣∣∣
Yk
. (7.8)
La diffe´rence ∆e = e − etab(Ψ1,Ψ2, ...,Ψl) entre les e´nergies internes transporte´es et tabule´es peut
s’e´crire :
∆e = e(T, Yk)− e(T tab, Y tabk )︸ ︷︷ ︸
etab
(7.9)
En faisant l’hypothe`se que la composition du fluide simule´ est donne´e par la table, c-a`-d. Yk = Y
tab
k , la
diffe´rence observe´e entre les e´nergies transporte´es et tabule´es ne peut venir que de la diffe´rence entre la
tempe´rature du fluide, et la tempe´rature tabule´e. On a donc :
∆e = e(T, Y tabk )− e(T tab, Y tabk ) (7.10)
Il est maintenant possible d’e´crire :
∆e =
∫ T
T tab
Cv(T
′, Y tabk )dT
′ (7.11)
Faisons maintenant l’hypothe`se que le coefficient Cv(T
′, Y tabk ) est constant sur la plage de tempe´rature
[T tab, T ], l’e´quation (7.11) devient :
∆e =
∫ T
T tab
Cv(T
tab, Y tabk )︸ ︷︷ ︸
Ctabv
dT ′ = Ctabv
∫ T
T tab
dT ′ = Ctabv
Ä
T − T tab
ä
(7.12)
Le calcul de la tempe´rature tenant compte des effets de compressibilite´ s’effectue donc de la manie`re
suivante :
T = T tab(Ψ1,Ψ2, ...,Ψl) +
e− etab(Ψ1,Ψ2, ...,Ψl)
Ctabv (Ψ1,Ψ2, ...,Ψl)
(7.13)
L’hypothe`se selon laquelle le coefficient Cv est constant n’est valide que pour des faibles perturbations
acoustique engendrant ainsi des plages de tempe´rature [T tab, T ] relativement faibles, ce qui est cohe´rent
avec les hypothe`ses sous-jacentes a` l’utilisation d’une tabulation de la chimie. De plus ce formalisme
n’est valable que dans le cadre de l’utilisation du formalisme de type GP, car les de´pendances de l’e´nergie
interne a` la pression (ou a` la densite´) ne sont pas prises en compte. La me´thode doit donc eˆtre adapte´e
pour pouvoir eˆtre utilise´e avec le formalisme des GR.
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7.3 Extension de la me´thode TTC aux GR
Avec le formalisme des gaz re´els, l’e´nergie interne d’un me´lange de Nsp espe`ces de´pend de la
tempe´rature, ainsi que des densite´s partielles ρk :
e = e(T, ρk). (7.14)
D’apre`s les sections 2.3.1 et 2.3.3 il est possible d’e´crire pour e :
e = e(T, ρ, Yk) avec k ∈ [1, Nsp − 1] , (7.15)
et
de = CvdT + ρ
Nsp−1∑
k=1
î
CT,k − CT,Nsp
ó
dYk + κTdρ, (7.16)
avec
Cv = Cv(T, ρ, Yk) =
∂e
∂T
∣∣∣∣
ρk
, (7.17)
CT,k = CT,k(T, ρ, Yk) =
∂e
∂ρk
∣∣∣∣
T,ρk "=j
, (7.18)
κT = κT (T, ρ, Yk) =
∂e
∂ρ
∣∣∣∣
T,Yk
. (7.19)
La diffe´rence ∆e = e− etab(Ψ1,Ψ2, ...,Ψl) entre les e´nergies internes transporte´es et tabule´es s’e´crit :
∆e = e(T, ρ, Yk)− e(T tab, ρtab, Y tabk )︸ ︷︷ ︸
etab
. (7.20)
Faisons maintenant l’hypothe`se que la composition du fluide est donne´e par la table (c-a`-d. Yk =
Y tabk (Ψ1,Ψ2, ...,Ψl)) comme dans le cas du formalisme des gaz parfaits. La diffe´rence observe´e entre
les e´nergies transporte´es et tabule´es ne peut alors venir que de la diffe´rence entre les valeurs transporte´es
et tabule´es de la masse volumique et de la tempe´rature. On a donc :
∆e = e(T, ρ, Y tabk )− e(T tab, ρtab, Y tabk ). (7.21)
De meˆme, on e´crira :
Cv(T, ρ, Yk) = Cv(T, ρ, Y
tab
k ) , et κT (T, ρ, Yk) = κT (T, ρ, Y
tab
k ). (7.22)
En faisant maintenant l’hypothe`se que les fluctuations acoustiques sont suffisamment faibles, et que le
fluide est dans un e´tat suffisamment e´loigne´ du point critique, pour ne ge´ne´rer que de faibles e´carts entre
les couples de valeurs (T, T tab) et (ρ, ρtab), il est possible de conside´rer que les coefficients Cv et Cp
sont constants sur ces intervalles. On peut alors noter :
Cv(T, ρ, Yk) = Cv(T
tab, ρtab, Y tabk )︸ ︷︷ ︸
Ctabv
, (7.23)
κT (T, ρ, Yk) = κT (T
tab, ρtab, Y tabk )︸ ︷︷ ︸
κtab
T
. (7.24)
Couplage de la chimie tabule´e avec un code compressible 142
On peut maintenant e´crire :
∆e =
∫ T
T tab
Ctabv dT
′ +
∫ ρ
ρtab
κtabT dρ
′
= Ctabv
∫ T
T tab
dT ′ + κtabT
∫ ρ
ρtab
dρ′
= Ctabv
Ä
T − T tab
ä
+ κtabT
Ä
ρ− ρtab
ä
(7.25)
Le calcul de la tempe´rature tenant compte des effets de compressibilite´ s’effectue donc de la manie`re
suivante au formalisme des gaz re´els :
T = T tab +
Ä
e− etab
ä
− κtabT
Ä
ρ− ρtab
ä
Ctabv
(7.26)
La me´thode TTC adapte´e au gaz re´els ne´cessite le stockage d’une variable supple´mentaire κT au sein
de la table chimique. Notons que pour retrouver la formulation de type GP de la me´thode TTC, il suffit
simplement de conside´rer le coefficient κT comme nul.
7.4 Equation d’e´tat et chimie tabule´e
Le formalisme de la tabulation permet de parame´trer toute la thermodynamique du fluide conside´re´
en fonction de quelques variables de controˆles Ψl. Au formalisme multi-espe`ces, les variables thermo-
dynamiques de´pendent de la tempe´rature T , la masse volumique ρ (ou la pression P ), des (Nsp − 1)
fractions massiques Yk des espe`ces composants le me´lange conside´re´, Nsp e´tant le nombre d’espe`ces au
sein du me´lange. Ainsi, pour une variable thermodynamique quelconque Φ, on note :
Φ = Φ (T, ρ, Yk) . (7.27)
L’hypothe`se selon laquelle la composition est donne´e par la table (hypothe`se effectue´e lors de l’utilisa-
tion du formalisme TTC), nous permet de remplacer les de´pendances en composition (en Yk) par des
de´pendances par rapport aux variables de controˆles Ψl, et ainsi de pouvoir noter :
Φ = Φ (T, ρ, Yk) =⇒ Φ = Φ (T, ρ,Ψl) . (7.28)
Une fois le calcul de la tempe´rature effectue´, la pression peut eˆtre de´termine´e a` l’aide d’une e´quation
d’e´tat liant la tempe´rature, la masse volumique, la pression et la masse molaire du me´lange (W ) :
P = P (T, ρ,Ψl). (7.29)
La diffe´rentielle totale de l’e´quation d’e´tat s’e´crit alors :
dP =
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρ,Ψl
dT +
∂P
∂ρ
∣∣∣∣
T,Ψl
dρ+
l∑
k=1
∂P
∂Ψk
∣∣∣∣
T,ρ,Ψj "=k
dΨk. (7.30)
Les de´rive´es partielles de l’e´quation (7.30) de´pendent de la forme de l’e´quation d’e´tat utilise´e. L’in-
troduction de ces de´rive´es partielles sera utile pour la de´rivation des conditions limites base´es sur le
formalisme caracte´ristique. Les diffe´rentes e´quations d’e´tat utilise´es au sein du code SiTComB vont eˆtre
maintenant pre´sente´es avec les diffe´rentes de´rive´es partielles associe´es. Pour cela, notons d’abord que
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pour une variable quelconque Φtab stocke´e au sein de la table chimique, celle ci de´pend uniquement des
coordonne´es d’entre´e au sein de la table chimique que sont les variables de controˆle Ψl. La diffe´rentielle
de cette variable peut donc eˆtre note´e :
dΦtab =
l∑
k=1
∂Φtab
∂Ψk
∣∣∣∣∣
Ψj "=k︸ ︷︷ ︸
Sk
dΨk, (7.31)
ou` la variable Sk peut eˆtre calcule´e directement au sein de la table chimique.
7.4.1 Formalisme des gaz parfaits
Dans le cadre de l’utilisation du formalisme des gaz parfaits, l’e´quation utilise´e pour effectuer le
calcul de la pression est :
P = ρrtabT. (7.32)
ou` rtab est la constante spe´cifique des gaz parfaits stocke´e au sein de la table chimique (≡ R/W tab).
Dans ce cas tre`s simple, les de´rive´es partielles sont donne´es par :
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρ,Ψl
= ρrtab =
P
T
, (7.33)
∂P
∂ρ
∣∣∣∣
T,Ψl
= rtabT =
P
ρ
, (7.34)
∂P
∂Ψk
∣∣∣∣
T,ρ,Ψj "=k
= ρT
∂rtab
∂Ψk
∣∣∣∣∣
T,ρ,Ψj "=k
. (7.35)
7.4.2 Formalisme des gaz re´els
Au cours de cette the`se, deux formes pour la tabulation de l’e´quation d’e´tat de type gaz re´els ont e´te´
utilise´es et compare´es. Ces deux approches sont de´crites dans les paragraphes suivants.
7.4.2.1 Equation de type cubique
L’e´quation de type cubique est base´e sur l’e´quation ge´ne´rique (2.14) pre´sente´e a` la section 2.2.2. Les
coefficients ne de´pendant que de la composition sont stocke´s et lus au sein de la table chimique. On e´crit
alors pour l’e´quation d’e´tat :
P =
ρRT
W tab − ρbtab︸ ︷︷ ︸
W1
− ρ
2aα
W tab
2
+ ubtabW tabρ+ wbtab
2
ρ2︸ ︷︷ ︸
W2
. (7.36)
u et w sont les coefficients de l’e´quation cubique conside´re´e. Le coefficient aα de´pend de la composi-
tion et de la tempe´rature. En effectuant un de´veloppement en se´rie de Taylor a` l’ordre 1, on e´crit pour
aα(T, Y tabk ) :
aα(T, Y tabk )︸ ︷︷ ︸
aα
≃ aα(T tab, Y tabk )︸ ︷︷ ︸
aαtab
+
Ç
∂aα
∂T
∣∣∣∣
Yk
åtab
×
Ä
T − T tab
ä
. (7.37)
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L’e´quation (7.36) se re´e´crit alors :
P =
ρRT
W1︸ ︷︷ ︸
A
− ρ
2aαtab
W2︸ ︷︷ ︸
B
−
Å
∂aα
∂T
∣∣∣
Yk
ãtab
T
W2︸ ︷︷ ︸
C
+
Å
∂aα
∂T
∣∣∣
Yk
ãtab
T tab
W2︸ ︷︷ ︸
D
. (7.38)
La diffe´rentielle de P s’e´crit dans ce cas-ci comme la somme des diffe´rentielles des coefficients A, B, C
et D de´finis dans l’e´quation pre´ce´dente :
dP = dA− dB − dC + dD. (7.39)
On a pour chaque coefficient :
dA =
ï
ρR
W1
ò
dT +
ñ
RT
W1
+
ρRTbtab
W 21
ô
dρ−
ñ
ρRT
W 21
ô
dW tab +
ñ
ρ2RT
W 21
ô
dbtab, (7.40)
dB =
ñ
ρaαtab
W2
Å
2− ρ
W2
(ubtabW tab + 2wρbtab
2
)
ãô
dρ
−
ñ
aαtabρ2
W 22
Ä
2W tab + btabρu
äô
dW tab
+
ñ
ρ2
W2
ô
daαtab
−
ñ
aαtabρ2
W 22
Ä
W tabρu+ 2wbtabρ2
äô
dbtab, (7.41)
dC =
[
ρ2
W2
Ç
∂aα
∂T
∣∣∣∣
Yk
åtab]
dT
+
[
Tρ
W2
Ç
∂aα
∂T
∣∣∣∣
Yk
åtab ï
2− ρ
W2
(
ubtabW tab + 2wρbtab
2
)ò]
dρ
−
[
Tρ2
W 22
Ç
∂aα
∂T
∣∣∣∣
Yk
åtab Ä
2W tab + btabρu
ä]
dW tab
−
[
Tρ2
W 22
Ç
∂aα
∂T
∣∣∣∣
Yk
åtab Ä
W tabρu+ 2wbtabρ2
ä]
dbtab
+
ñ
Tρ2
W2
ô
d
[Ç
∂aα
∂T
∣∣∣∣
Yk
åtab]
(7.42)
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dD =
[
T tabρ
W2
Ç
∂aα
∂T
∣∣∣∣
Yk
åtab ï
2− ρ
W2
(
ubtabW tab + 2wρbtab
2
)ò]
dρ
+
[
ρ2
W2
Ç
∂aα
∂T
∣∣∣∣
Yk
åtab]
dT tab
−
[
T tabρ2
W 22
Ç
∂aα
∂T
∣∣∣∣
Yk
åtab Ä
2W tab + btabρu
ä]
dW tab
−
[
T tabρ2
W 22
Ç
∂aα
∂T
∣∣∣∣
Yk
åtab Ä
W tabρu+ 2wbtabρ2
ä]
dbtab
+
ñ
T tabρ2
W2
ô
d
[Ç
∂aα
∂T
∣∣∣∣
Yk
åtab]
(7.43)
Par identification avec l’e´quation (7.30) et en utilisant les e´quations (7.31) et (7.37), on arrive a` :
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρ,Ψl
=
ρR
W1
− ρ
2
W2
Ç
∂aα
∂T
∣∣∣∣
Yk
åtab
, (7.44)
∂P
∂ρ
∣∣∣∣
T,Ψl
=
RT
W1
+
ρRTbtab
W 21
− 2ρaα
tab
W2
+
aαtabρ2
W 22
(
ubtabW tab + 2wρbtab
2
)
− 2 ρ
W2
Ç
∂aα
∂T
∣∣∣∣
Yk
åtab Ä
T − T tab
ä
+
ρ2
W 22
Ç
∂aα
∂T
∣∣∣∣
Yk
åtab (
ubtabW tab + 2wρbtab
2
) Ä
T − T tab
ä
, (7.45)
∂P
∂Ψk
∣∣∣∣
T,ρ,Ψj "=k
=
ñ
ρ2aα
W 22
Ä
2W tab + btabρu
ä
− ρRT
W 21
ô
∂W tab
∂Ψk
∣∣∣∣∣
Ψj "=k
+
ñ
ρ2RT
W 21
+
ρ2aα
W 22
Ä
W tabρu+ 2wbtabρ2
äô ∂btab
∂Ψk
∣∣∣∣∣
Ψj "=k
−
ñ
ρ2
W2
ô
∂aαtab
∂Ψk
∣∣∣∣∣
Ψj "=k
−
ñ
ρ2
W2
Ä
T − T tab
äô ∂ [(∂aα)/(∂T )]tab
∂Ψk
∣∣∣∣∣
Ψj "=k
+
[
ρ2
W2
Ç
∂aα
∂T
∣∣∣∣
Yk
åtab]
∂T tab
∂Ψk
∣∣∣∣∣
Ψj "=k
(7.46)
L’utilisation de cette e´quation d’e´tat ne´cessite le stockage de variables supple´mentaires au sein de la
table chimique en comparaison avec l’utilisation de l’e´quation d’e´tat des gaz parfaits. Ces variables
supple´mentaires sont les coefficients aα et b de l’e´quation cubique ayant servi a` ge´ne´rer les flammelettes
de la table chimique, ainsi que la de´rive´e partielle par rapport a` la tempe´rature du coefficient aα.
7.4.2.2 Equation base´e sur la compressibilite´
Une forme plus simple de l’e´quation d’e´tat tabule´e a e´te´ envisage´e. Celle-ci est base´e sur la compres-
sibilite´ Z = P/(ρrT ) et repose sur l’hypothe`se selon laquelle le coefficient de compressibilite´ Z peut
Couplage de la chimie tabule´e avec un code compressible 146
eˆtre conside´re´ comme constant sur les plages de variation
î
T tab, T
ó
et
î
ρtab, ρ
ó
. On conside`re donc que
la compressibilite´ du fluide simule´ est donne´ par la table chimique. L’e´quation d’e´tat s’e´crit alors :
P = ZtabρrtabT. (7.47)
Avec cette e´quation, une seule variable supple´mentaire est a` ajouter au sein de la table chimique : Z . De
plus, les de´rive´es partielles de la pression se trouvent beaucoup plus facilement. On a ainsi :
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρ,Ψl
= Ztabρrtab =
P
T
, (7.48)
∂P
∂ρ
∣∣∣∣
T,Ψl
= ZtabrtabT =
P
ρ
, (7.49)
∂P
∂Ψk
∣∣∣∣
T,ρ,Ψj "=k
= ZtabρT
∂rtab
∂Ψk
∣∣∣∣∣
T,ρ,Ψj "=k
+ ρrtabT
∂Ztab
∂Ψk
∣∣∣∣∣
T,ρ,Ψj "=k
=
P
rtab
∂rtab
∂Ψk
∣∣∣∣∣
T,ρ,Ψj "=k
+
P
Ztab
∂Ztab
∂Ψk
∣∣∣∣∣
T,ρ,Ψj "=k
. (7.50)
Avec l’utilisation de cette forme de l’e´quation d’e´tat, la facteur de compressibilite´ ne de´pend plus des
valeurs locales de tempe´rature et de densite´, mais uniquement des variables de controˆles Ψl. Les expres-
sions des de´rive´es partielles sont donc fortement simplifie´es, mais la forte non-line´arite´ des e´quations
cubiques n’est pas retrouve´e. Cette forme d’e´quation d’e´tat ne´cessite le stockage supple´mentaire de la
compressibilite´ Z .
7.5 Thermodynamique et chimie tabule´e
7.5.1 Relations entre de´rive´es partielles d’une variable quelconque Φ (T, ρ,Ψl)
Conside´rons une variable thermodynamique Φ quelconque de´finie tel que Φ = Φ (T, ρ,Ψl). Sa
diffe´rentielle totale s’exprime alors :
dΦ =
∂Φ
∂T
∣∣∣∣
ρ,Ψl
dT +
∂Φ
∂ρ
∣∣∣∣
T,Ψl
dρ+
l∑
k=1
∂Φ
∂Ψk
∣∣∣∣
T,ρ,Ψj "=k
dΨk. (7.51)
L’e´quation d’e´tat permettant de lier les variables P , T , ρ, et Ψl sous la forme, P = P (T, ρ,Ψl) nous
permet e´galement d’e´crire que Φ = Φ(P, ρ,Ψl). Sa diffe´rentielle totale s’exprime alors :
dΦ =
∂Φ
∂P
∣∣∣∣
ρ,Ψl
dP +
∂Φ
∂ρ
∣∣∣∣
P,Ψl
dρ+
l∑
k=1
∂Φ
∂Ψk
∣∣∣∣
P,ρ,Ψj "=k
dΨk. (7.52)
On peut, a` partir de l’e´quation d’e´tat permettant de lier les variables P , T , ρ, et Ψl sous la forme,
P = P (T, ρ,Ψl), introduire la diffe´rentielle de tempe´rature dT , exprime´e a` partir de l’e´quation (7.30)
comme :
dT =
[
dP − ∂P
∂ρ
∣∣∣∣
T,Ψl
dρ−
l∑
k=1
∂P
∂Ψk
∣∣∣∣
T,ρ,Ψj "=k
dΨk
] ñ
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρ,Ψl
ô−1
. (7.53)
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La combinaison de cette dernie`re e´quation, ainsi que des e´quations (7.51) et (7.52) nous permet de lier
les diffe´rentes de´rive´es partielles entre elles :
∂Φ
∂P
∣∣∣∣
ρ,Ψl
=
∂Φ
∂T
∣∣∣∣
ρ,Ψl
ñ
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρ,Ψl
ô−1
, (7.54)
∂Φ
∂ρ
∣∣∣∣
P,Ψl
=
∂Φ
∂ρ
∣∣∣∣
T,Ψl
− ∂Φ
∂T
∣∣∣∣
ρ,Ψl
∂P
∂ρ
∣∣∣∣
T,Ψl
ñ
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρ,Ψl
ô−1
, (7.55)
∂Φ
∂Ψk
∣∣∣∣
P,ρ,Ψj "=k
=
∂Φ
∂Ψk
∣∣∣∣
T,ρ,Ψj "=k
− ∂Φ
∂T
∣∣∣∣
ρ,Ψl
∂P
∂Ψk
∣∣∣∣
T,ρ,Ψj "=k
ñ
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρ,Ψl
ô−1
. (7.56)
De la meˆme manie`re, il est possible d’e´crire que Φ = Φ(T, P,Ψl). Sa diffe´rentielle totale s’exprime
alors :
dΦ =
∂Φ
∂T
∣∣∣∣
P,Ψl
dT +
∂Φ
∂P
∣∣∣∣
T,Ψl
dP +
l∑
k=1
∂Φ
∂Ψk
∣∣∣∣
T,P,Ψj "=k
dΨk. (7.57)
On introduit la diffe´rentielle dρ, exprime´e e´galement a` partir de l’e´quation (7.30) :
dρ =
[
dP − ∂P
∂T
∣∣∣∣
ρ,Ψl
dT −
l∑
k=1
∂P
∂Ψk
∣∣∣∣
T,ρ,Ψj "=k
dΨk
] ñ
∂P
∂ρ
∣∣∣∣
T,Ψl
ô−1
. (7.58)
Avec la combinaison de cette dernie`re e´quation, avec les e´quations (7.51) et (7.57) on arrive a` :
∂Φ
∂P
∣∣∣∣
T,Ψl
=
∂Φ
∂ρ
∣∣∣∣
T,Ψl
ñ
∂P
∂ρ
∣∣∣∣
T,Ψl
ô−1
, (7.59)
∂Φ
∂T
∣∣∣∣
P,Ψl
=
∂Φ
∂T
∣∣∣∣
ρ,Ψl
− ∂Φ
∂ρ
∣∣∣∣
T,Ψl
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρ,Ψl
ñ
∂P
∂ρ
∣∣∣∣
T,Ψl
ô−1
, (7.60)
∂Φ
∂Ψk
∣∣∣∣
P,T,Ψj "=k
=
∂Φ
∂Ψk
∣∣∣∣
T,ρ,Ψj "=k
− ∂Φ
∂ρ
∣∣∣∣
T,Ψl
∂P
∂Ψk
∣∣∣∣
T,ρ,Ψj "=k
ñ
∂P
∂ρ
∣∣∣∣
T,Ψl
ô−1
. (7.61)
7.5.2 De´rive´es partielles de l’e´nergie interne e
De manie`re a` eˆtre consistant avec la me´thode TTC utilise´e, e est exprime´e a` partir de l’e´quation
(7.26) :
e = etab + Ctabv
Ä
T − T tab
ä
+ κtabT
Ä
ρ− ρtab
ä
. (7.62)
La diffe´rentielle de e s’e´crit alors :
de = detab + dCtabv
Ä
T − T tab
ä
+Ctabv
Ä
dT − dT tab
ä
+ dκtabT
Ä
ρ− ρtab
ä
+ κtabT
Ä
dρ− dρtab
ä
. (7.63)
L’e´quation (7.31) conduit a` :
de = Ctabv︸︷︷︸
∂e
∂T |ρ,Ψk
dT + κtabT︸︷︷︸
∂e
∂ρ
∣∣
T,Ψk
dρ+
l∑
k=1
ιk︸︷︷︸
∂e
∂Ψk
∣∣∣
T,ρ,Ψj "=k
dΨk (7.64)
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avec
ιk =
∂etab
∂Ψk
∣∣∣∣∣
Ψj "=k
+ (T − T tab) ∂C
tab
v
∂Ψk
∣∣∣∣∣
Ψj "=k
− Ctabv
∂T tab
∂Ψk
∣∣∣∣∣
Ψj "=k
+ (ρ− ρtab) ∂κ
tab
T
∂Ψk
∣∣∣∣∣
Ψj "=k
− κtabT
∂ρtab
∂Ψk
∣∣∣∣∣
Ψj "=k
. (7.65)
Les e´quations pre´sente´es a` la section 7.5.1 permettent de re´e´crire l’e´quation (7.64) de la manie`re sui-
vante :
de = Ctabv
ñ
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρ,Ψl
ô−1
︸ ︷︷ ︸
∂e
∂P |ρ,Ψk
dP +
[
κtabT − Ctabv
∂P
∂ρ
∣∣∣∣
T,Ψl
ñ
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρ,Ψl
ô−1]
︸ ︷︷ ︸
∂e
∂ρ
∣∣
P,Ψk
dρ
+
l∑
k=1
[
ιk − Ctabv
∂P
∂Ψk
∣∣∣∣
T,ρ,Ψj "=k
ñ
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρ,Ψl
ô−1]
︸ ︷︷ ︸
∂e
∂Ψk
∣∣∣
P,ρ,Ψj "=k
dΨk (7.66)
7.5.3 Enthalpie
Par de´finition, on a (voir section 2.3.3) :
h(T, ρ, Yk) = e(T, ρ, Yk) +
P (T, ρ, Yk)
ρ
. (7.67)
L’e´quation (7.28) nous permet maintenant d’e´crire :
h(T, ρ,Ψl) = e(T, ρ,Ψl) +
P (T, ρ,Ψl)
ρ
. (7.68)
La diffe´rentielle totale de h est alors e´crite :
dh =
∂h
∂T
∣∣∣∣
ρ,Ψk
dT +
∂h
∂ρ
∣∣∣∣
T,Ψk
dρ+
l∑
k=1
∂h
∂Ψk
∣∣∣∣
T,ρ,Ψj "=k
dΨk. (7.69)
On arrive facilement a` partir de l’e´quation (7.68) a` :
dh =
ñ
Ctabv +
1
ρ
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρ,Ψl
ô
dT +
ñ
κtabT +
1
ρ
∂P
∂ρ
∣∣∣∣
T,Ψl
− P
ρ2
ô
dρ
+
l∑
k=1
[
ιk +
1
ρ
∂P
∂Ψk
∣∣∣∣
T,ρ,Ψj "=k
]
dΨk. (7.70)
On a donc par identification :
∂h
∂T
∣∣∣∣
ρ,Ψk
= Ctabv +
1
ρ
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρ,Ψl
, (7.71)
∂h
∂ρ
∣∣∣∣
T,Ψk
= κtabT +
1
ρ
∂P
∂ρ
∣∣∣∣
T,Ψl
− P
ρ2
, (7.72)
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∂h
∂Ψk
∣∣∣∣
T,ρ,Ψj "=k
= ιk +
1
ρ
∂P
∂Ψk
∣∣∣∣
T,ρ,Ψj "=k
. (7.73)
Les e´quations pre´sente´es a` la section 7.5.1 conduisent a` :
∂h
∂P
∣∣∣∣
ρ,Ψk
= Ctabv
ñ
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρ,Ψl
ô−1
+
1
ρ
, (7.74)
et
∂h
∂ρ
∣∣∣∣
P,Ψk
= κtabT −
P
ρ2
− Ctabv
∂P
∂ρ
∣∣∣∣
T,Ψl
ñ
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρ,Ψl
ô−1
. (7.75)
Dans notre cas, on a par de´finition (cf. e´quation (2.112) de la section 2.3.3) :
Cp(T, ρ,ψl) =
∂h
∂T
∣∣∣∣
P,Ψl
(7.76)
On retrouve alors pour Cp a` l’aide de l’e´quation (7.60) :
Cp(T, ρ,ψl) = C
tab
v −
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρ,Ψl
ñ
∂P
∂ρ
∣∣∣∣
T,Ψl
ô−1 Å
κtabT −
P
ρ2
ã
(7.77)
Cette dernie`re e´quation est l’e´quivalence exacte de l’expression du Cp donne´e dans le cadre multi-
espe`ces par l’e´quation (2.117) (voir section 2.3.3), mais au formalisme de la chimie tabule´e utilisant
la me´thode TTC. Ce coefficient de´pend des de´rive´es partielles de l’e´quation d’e´tat utilise´e par rapport a`
la tempe´rature et a` la densite´, exprime´es a` la section 7.4. Les deux e´quations de type GR pre´sentant des
de´rive´es partielles fortement diffe´rentes, la valeur du Cp pourra eˆtre fortement diffe´rente en fonction de
l’utilisation de l’une ou l’autre forme de l’e´quation d’e´tat conside´re´e.
L’e´quation (7.75) peut maintenant eˆtre re´e´crite de la manie`re suivante :
∂h
∂ρ
∣∣∣∣
P,Ψk
= −Cp ∂P
∂ρ
∣∣∣∣
T,Ψl
ñ
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρ,Ψl
ô−1
. (7.78)
Cas particulier du GP Dans le cadre particulier de l’utilisation du formalisme du gaz parfait, le coef-
ficient κT est conside´re´ comme nul, l’e´quation d’e´tat utilise´e est P = ρr
tabT , et les de´rive´es partielles de
cette dernie`re a` utiliser sont donne´es par les e´quations (7.33) et (7.34). On obtient alors pour le coefficient
Cp :
Cp = C
tab
v + r
tab = Ctabp . (7.79)
On constate alors que dans le cadre spe´cifique du formalisme des gaz parfaits, le Cp modifie´ est exac-
tement le Cp correspondant aux conditions de ge´ne´rations de la table chimique (C
tab
p ), ce qui n’est plus
forcement le cas dans le cadre de l’utilisation du formalisme des gaz re´els selon l’e´quation d’e´tat utilise´e.
7.5.4 De´rive´es partielles de la variable conservative ρet
Dans le cadre de l’utilisation de la me´thode des conditions aux limites caracte´ristiques, l’expres-
sion de la diffe´rentielle totale de la variable conservative ρet par rapport au jeu de variables primitives
conside´re´es est requise. Dans notre cas, le jeu de variables primitives choisies est [ρ, un, us1 , us2 , p,Ψl].
Rappelons que et = e+ ec avec ec l’e´nergie cine´tique (ec = 1/2(u
2
i )). On peut alors e´crire :
d(ρet) = etdρ+ ρde+ ρdec avec dec = undun + us1dus1 + us2dus2 . (7.80)
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En introduisant l’e´quation (7.66) au sein de l’e´quation pre´ce´dente, on arrive a` exprimer d(ρet) par :
d(ρet) =
[
et + ρκ
tab
T − ρCtabv
∂P
∂ρ
∣∣∣∣
T,Ψl
ñ
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρ,Ψl
ô−1]
dρ
+ ρundun + ρus1dus1 + ρus2dus2
+ ρCtabv
ñ
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρ,Ψl
ô−1
dP
+
l∑
k=1
ρθkdΨk, (7.81)
avec
θk = ιk − Ctabv
∂P
∂Ψk
∣∣∣∣
T,ρ,Ψj "=k
ñ
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρ,Ψl
ô−1
(7.82)
A` partir de cette e´quation, on peut de´finir deux variables J ρetρ et J
ρet
P tel que :
J ρetρ =
∂ρet
∂ρ
∣∣∣∣
un,us1 ,us2 ,P,Ψl
= et + ρκ
tab
T − ρCtabv
∂P
∂ρ
∣∣∣∣
T,Ψl
ñ
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρ,Ψl
ô−1
, (7.83)
J ρetP =
∂ρet
∂P
∣∣∣∣
ρ,un,us1 ,us2 ,Ψl
= ρCtabv
ñ
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρ,Ψl
ô−1
. (7.84)
En e´crivant ρet = ρh− P + ρec on arrive facilement a` :
J ρetρ = h+ ρ
∂h
∂ρ
∣∣∣∣
P,Ψl
+ ec, (7.85)
et
J ρetP = ρ
∂h
∂P
∣∣∣∣
ρ,Ψl
− 1. (7.86)
7.6 Ge´ne´ralisation du couplage de la chimie tabule´e utilisant la me´thode
TTC avec le formalisme des conditions aux limites caracte´ristiques
Nous avons vu au chapitre 4 que le principe des conditions aux limites caracte´ristiques permet l’es-
timation des flux convectifs des variables conservatives au niveau de la condition limite conside´re´e en
utilisant la de´composition des e´quations de transport utilise´es en ondes caracte´ristiques. Le couplage de
la chimie tabule´e avec le formalisme des conditions NSCBC a e´te´ effectue´e par R. Vicquelin [172] dans
le cadre de l’utilisation d’une thermodynamique de type GP et en ne prenant en compte que les termes
normaux a` la condition limite (NSCBC-1D). Cette section a pour but d’exprimer la ge´ne´ralisation de ce
couplage a` tout type de formalisme (GP ou GR) et a` la prise en compte ou non des termes transverses.
7.6.1 De´composition des e´quations de transport en ondes caracte´ristiques
7.6.1.1 Ecriture des e´quations d’Euler sous forme conservative
Le traitement des conditions NSCBC est effectue´ dans la base directe orthonorme´e locale B =
(xn, xs1 , xs2) obtenue par une simple ope´ration de rotation de la base carte´sienne propre au domaine
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de calcul E = (x1, x2, x3). xn est le vecteur unitaire normal a` la surface traite´e comme une condition li-
mite, dirige´ vers l’exte´rieur du domaine. Les deux autres vecteurs xs1 et xs2 sont de´finis de telle manie`re
que la base B soit une base orthonorme´e directe. Au sein de cette base locale, les e´quations d’Euler cor-
respondantes aux e´quations de transport pre´sente´es a` la section 6.2.3 peuvent eˆtre e´crites sous la forme
suivante :
∂U
∂t
+
∂F i
∂xi
= 0 , (7.87)
ou` U = [ρ, ρun, ρus1, ρus2, ρet, ρΨl]
T est le vecteur des variables conservatives (les variables trans-
porte´es au sein du code SiTComB). Notons que le symbole T est utilise´ pour la transpose´e. un, us1 et
us2 sont les composantes de la vitesse exprime´es dans la base B. ρ est la masse volumique et les Ψl sont
les l variables de controˆle de la table chimique. Les F i repre´sentent les vecteurs des flux convectifs des
variables conservatives et s’expriment ainsi :
Fn =

ρun
ρunun + P
ρunus1
ρunus2
ρunet + unP
ρunΨ1
...
ρunΨl

(7.88)
F s1 =

ρus1
ρus1un
ρus1us1 + P
ρus1us2
ρus1et + us1P
ρus1Ψ1
...
ρus1Ψl

, F s2 =

ρus2
ρus2un
ρus2us1
ρus2us2 + P
ρus2et + us2P
ρus2Ψ1
...
ρus2Ψl

(7.89)
et est l’e´nergie totale de´finie comme la somme de l’e´nergie interne (e = h− p/ρ) et l’e´nergie cine´tique
(ec = ρu
2/2). h est l’enthalpie du me´lange conside´re´. L’e´quation (7.87) peut e´galement se re´e´crire :
∂U
∂t
+Mn +Ms1 +Ms2 = 0 , (7.90)
ou` Mi =
∂F i
∂xi
est le vecteur gradient des flux convectifs des variables conservatives.
7.6.1.2 Passage des variables conservatives aux variables primitives
De´finissons le vecteur des variables primitives V = [ρ, un, us1 , us2 , p,Ψl]
T . La matrice jacobienne
J permettant le passage des variables conservatives aux variables primitives est de´finie de la manie`re
suivante :
J =
dU
dV
et J −1 =
dV
dU
. (7.91)
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On obtient pour cette matrice J , a` l’aide de l’e´quation (7.81) :
J =

1 0 0 0 0 0 · · · 0
un ρ 0 0 0 un · · · un
us1 0 ρ 0 0 us1 · · · us1
us2 0 0 ρ 0 us2 · · · us2
J ρetρ ρun ρus1 ρus2 J
ρet
P ρθ1 · · · ρθl
Ψ1 0 0 0 0 ρ · · · 0
...
...
...
...
...
...
. . .
...
Ψl 0 0 0 0 0 · · · ρ

, (7.92)
J −1 =

1 0 0 0 0 0 · · · 0
−un
ρ
1
ρ
0 0 0 0 · · · 0
−us1
ρ
0 1
ρ
0 0 0 · · · 0
−us2
ρ
0 0 1
ρ
0 0 · · · 0
2ec − J ρetρ +
∑l
k=1Ψkθk
J ρetP
− un
J
ρet
P
− us1
J
ρet
P
− us2
J
ρet
P
1
J
ρet
P
− θ1
J
ρet
P
· · · − θl
J
ρet
P
Ψ1 0 0 0 0 ρ · · · 0
...
...
...
...
...
...
. . .
...
Ψl 0 0 0 0 0 · · · ρ

.
(7.93)
Les coefficients θk sont donne´s par l’e´quation (7.82), tandis que les variables J
ρet
ρ et J
ρet
P , sont donne´es
par les e´quations (7.83) et (7.84) respectivement.
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7.6.1.3 Ecriture des e´quations d’Euler sous forme primitives
De´finissons maintenant les matrices Ci tel que Ci =
dF i
dV . On obtient :
Cn =

un ρ 0 0 0 0 · · · 0
u2n 2ρun 0 0 1 0 · · · 0
unus1 ρus1 ρun 0 0 0 · · · 0
unus2 ρus2 0 ρun 0 0 · · · 0
unJ
ρet
ρ ρet + ρu
2
n + P ρunus1 ρunus2 un(1 + J
ρet
P ) unρθ1 · · · unρθl
unΨ1 ρΨ1 0 0 0 ρun · · · 0
...
...
...
...
...
...
. . .
...
unΨl ρΨl 0 0 0 0 · · · ρun

, (7.94)
Cs1 =

us1 0 ρ 0 0 0 · · · 0
unus1 ρus1 ρun 0 0 0 · · · 0
u2s1 0 2ρus1 0 1 0 · · · 0
us1us2 0 ρus2 ρus1 0 0 · · · 0
us1J
ρet
ρ ρunus1 ρet + ρu
2
s1 + P ρus1us2 us1(1 + J
ρet
P ) us1ρθ1 · · · us1ρθl
us1Ψ1 0 ρΨ1 0 0 ρus1 · · · 0
...
...
...
...
...
...
. . .
...
us1Ψl 0 ρΨl 0 0 0 · · · ρus1

,
(7.95)
Cs2 =

us2 0 0 ρ 0 0 · · · 0
unus2 ρus2 0 ρun 0 0 · · · 0
us1us2 0 ρus2 ρus1 0 0 · · · 0
u2s2 0 0 2ρus2 1 0 · · · 0
us2J
ρet
ρ ρunus2 ρus1us2 ρet + ρu
2
s2 + P us2(1 + J
ρet
P ) us2ρθ1 · · · us2ρθl
us2Ψ1 0 0 ρΨ1 0 ρus2 · · · 0
...
...
...
...
...
...
. . .
...
us2Ψl 0 0 ρΨl 0 0 · · · ρus2

.
(7.96)
L’e´quation (7.90) peut maintenant se re´e´crire :
∂U
∂t
+ Cn
∂V
∂xn
+ Cs1
∂V
∂xs1
+ Cs2
∂V
∂xs2
= 0 . (7.97)
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D’apre`s la de´finition de la matrice J , cette dernie`re e´quation peut e´galement eˆtre re´e´crite sous forme
quasi-line´aire :
∂V
∂t
+An
∂V
∂xn
+As1
∂V
∂xs1
+As2
∂V
∂xs2
= 0 , (7.98)
ou encore :
∂V
∂t
+Nn +Ns1 +Ns2 = 0 , (7.99)
ou` Ni = Ai
∂V
∂xi
et ou` les matrices Ai sont de´finies par : Ai = J
−1Ci. On obtient alors pour ces dernie`res :
An =

un ρ 0 0 0 0 · · · 0
0 un 0 0
1
ρ
0 · · · 0
0 0 un 0 0 0 · · · 0
0 0 0 un 0 0 · · · 0
0 ρc˜2 0 0 un 0 · · · 0
0 0 0 0 0 un · · · 0
...
...
...
...
...
...
. . .
...
0 0 0 0 0 0 · · · un

, (7.100)
As1 =

us1 0 ρ 0 0 0 · · · 0
0 us1 0 0 0 0 · · · 0
0 0 us1 0
1
ρ
0 · · · 0
0 0 0 us1 0 0 · · · 0
0 0 ρc˜2 0 us1 0 · · · 0
0 0 0 0 0 us1 · · · 0
...
...
...
...
...
...
. . .
...
0 0 0 0 0 0 · · · us1

, (7.101)
As2 =

us2 0 ρ 0 0 0 · · · 0
0 us2 0 0 0 0 · · · 0
0 0 us2 0 0 0 · · · 0
0 0 0 us2
1
ρ
0 · · · 0
0 0 0 ρc˜2 us2 0 · · · 0
0 0 0 0 0 us2 · · · 0
...
...
...
...
...
...
. . .
...
0 0 0 0 0 0 · · · us2

, (7.102)
Couplage de la chimie tabule´e avec un code compressible 155
avec :
ρc˜2 =
P + ρet − ρJ ρetρ
J ρetP
. (7.103)
En utilisant les e´quations (7.85) et (7.86), l’e´quation pre´ce´dente peut eˆtre re´e´crite comme :
c˜2 = −
ρ ∂h
∂ρ
∣∣∣
P,Ψl
ρ ∂h
∂P
∣∣∣
ρ,Ψl
− 1
, (7.104)
ce qui, en utilisant les e´quations (7.74) et (7.78), nous me`ne maintenant a` :
c˜2 =
Cp
Ctabv
∂P
∂ρ
∣∣∣∣
T,Ψl
. (7.105)
Cette dernie`re e´quation est l’e´quivalence exacte de l’expression de la vitesse du son donne´e dans le cadre
multi-espe`ces par l’e´quation (4.25) (voir section 4.1.4) [105], mais au formalisme de la chimie tabule´e
utilisant la me´thode TTC. Il s’agit de la vitesse du son modifie´e, effective au sein du fluide simule´ en
utilisant le formalisme de la chimie tabule´e et la me´thode TTC. La vitesse du son de´pend ainsi des
de´rive´es partielles de l’e´quation d’e´tat utilise´e par rapport a` la tempe´rature et a` la densite´, exprime´es
au sein de la section 7.4. Les deux e´quations de type GR pre´sentant des de´rive´es partielles fortement
diffe´rentes, la vitesse du son du fluide simule´ pourra eˆtre fortement diffe´rente en fonction de l’utilisation
de l’une ou l’autre e´quation d’e´tat.
Cas particulier du GP Dans le cadre particulier de l’utilisation du formalisme du gaz parfait, l’e´quation
d’e´tat utilise´e est P = ρrtabT , et les de´rive´es partielles de cette dernie`re a` utiliser sont donne´es par les
e´quations (7.33) et (7.34). On obtient alors pour la vitesse du son modifie´e c˜ :
c˜2 =
Ctabp
Ctabv
rtabT. (7.106)
On constate alors que dans le cadre spe´cifique du formalisme des gaz parfaits, la vitesse du son modifie´e
est exactement la vitesse correspondante aux conditions de ge´ne´rations de la table chimique (atab), ce
qui n’est plus forcement le cas dans le cadre de l’utilisation du formalisme des gaz re´els selon la forme
de l’e´quation d’e´tat utilise´e.
7.6.1.4 Adimensionnement des diffe´rentielles des variables primitives et conservatives
Introduisons maintenant les diffe´rentielles adimensionne´es des variables primitives de´finies comme :
d‹V = (dρ/ρ, dun/c˜, dus1/c˜, dus2/c˜, dP/ρc˜2, dΨ1, · · · , dΨl)T = P−1dV , (7.107)
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avec
P−1 =

1
ρ
0 0 0 0 0 · · · 0
0 1c˜ 0 0 0 0 · · · 0
0 0 1c˜ 0 0 0 · · · 0
0 0 0 1c˜ 0 0 · · · 0
0 0 0 0 1
ρc˜2
0 · · · 0
0 0 0 0 0 1 · · · 0
...
...
...
...
...
...
. . .
...
0 0 0 0 0 0 · · · 1

. (7.108)
Les diffe´rentielles des variables conservatives sont quant a` elles de´finies comme :
d‹U = (dρ/ρ, dρun/ρc˜, dρus1/ρc˜, dus2/ρc˜, dρet/ρc˜2, dρΨ1/ρ, · · · , dρΨl/ρ)T = Q−1dU , (7.109)
avec
Q−1 =

1
ρ
0 0 0 0 0 · · · 0
0 1
ρc˜ 0 0 0 0 · · · 0
0 0 1
ρc˜ 0 0 0 · · · 0
0 0 0 1
ρc˜ 0 0 · · · 0
0 0 0 0 1
ρc˜2
0 · · · 0
0 0 0 0 0 1
ρ
· · · 0
...
...
...
...
...
...
. . .
...
0 0 0 0 0 0 · · · 1
ρ

. (7.110)
Il nous est maintenant possible d’e´crire :
d‹U = (Q−1.J .P) d‹V , (7.111)
avec
(Q−1.J .P) =

1 0 0 0 0 0 · · · 0
un
c˜
1 0 0 0 0 · · · 0
us1
c˜
0 1 0 0 0 · · · 0
us2
c˜
0 0 1 0 0 · · · 0
J ρetρ
c˜2
un
c˜
us1
c˜
us2
c˜
J ρetP
θ1
c˜2
· · · θl
c˜2
Ψ1 0 0 0 0 1 · · · 0
...
...
...
...
...
...
. . .
...
Ψl 0 0 0 0 0 · · · 1

; (7.112)
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ou encore :
d‹V = (P−1.J −1.Q) d‹U , (7.113)
avec
(P−1.J −1.Q) =

1 0 0 0 0 0 · · · 0
−un
c˜
1 0 0 0 0 · · · 0
−us1
c˜
0 1 0 0 0 · · · 0
−us2
c˜
0 0 1 0 0 · · · 0
2ec − J ρetρ +
∑
k Ψkθk
J ρetP c˜
2
− un
J
ρet
P
c˜
− us1
J
ρet
P
c˜
− us2
J
ρet
P
c˜
1
J
ρet
P
− θ1
J
ρet
P
c˜2
· · ·− θl
J
ρet
P
c˜2
−Ψ1 0 0 0 0 1 · · · 0
...
...
...
...
...
...
. . .
...
−Ψl 0 0 0 0 0 · · · 1

.
(7.114)
7.6.1.5 Ecriture des e´quations d’Euler sous forme primitive adimensionne´e
Il est possible de re´e´crire les e´quations (7.98) et (7.99) de la manie`re suivante :
∂‹V
∂t
+ ‹An ∂‹V
∂xn
+ ‹As1 ∂‹V
∂xs1
+ ‹As2 ∂‹V
∂xs2
= 0 , (7.115)
∂‹V
∂t
+ N˜n + N˜s1 + N˜s2 = 0 , (7.116)
ou` N˜i = ‹Ai ∂V˜∂xi et ou` les matrices ‹Ai sont de´finies par : ‹Ai = (P−1.An.P). On obtient alors pour ces
dernie`res :
‹An =

un c˜ 0 0 0 0 · · · 0
0 un 0 0 c˜ 0 · · · 0
0 0 un 0 0 0 · · · 0
0 0 0 un 0 0 · · · 0
0 c˜ 0 0 un 0 · · · 0
0 0 0 0 0 un · · · 0
...
...
...
...
...
...
. . .
...
0 0 0 0 0 0 · · · un

, (7.117)
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‹As1 =

us1 0 c˜ 0 0 0 · · · 0
0 us1 0 0 0 0 · · · 0
0 0 us1 0 c˜ 0 · · · 0
0 0 0 us1 0 0 · · · 0
0 0 c˜ 0 us1 0 · · · 0
0 0 0 0 0 us1 · · · 0
...
...
...
...
...
...
. . .
...
0 0 0 0 0 0 · · · us1

, (7.118)
‹As1 =

us2 0 0 c˜ 0 0 · · · 0
0 us2 0 0 0 0 · · · 0
0 0 us2 0 0 0 · · · 0
0 0 0 us2 c˜ 0 · · · 0
0 0 0 c˜ us2 0 · · · 0
0 0 0 0 0 us2 · · · 0
...
...
...
...
...
...
. . .
...
0 0 0 0 0 0 · · · us2

. (7.119)
7.6.1.6 De´finitions des variables caracte´ristiques
La matrice ‹An posse`de (5 + l) valeurs propres λm qui sont donne´es avec un exemple de vecteurs
propres “a` droite” rm :
λ1 = un ; r1 = [1, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0]
T ,
λ2 = un + c˜ ; r2 = [1/2, 1/2, 0, 0, 1/2, 0, · · · , 0]
T ,
λ3 = un − c˜ ; r3 = [1/2,−1/2, 0, 0, 1/2, 0, · · · , 0]T ,
λ4 = un ; r4 = [0, 0, 1, 0, 0, 0, · · · , 0]
T ,
λ5 = un ; r5 = [0, 0, 0, 1, 0, 0, · · · , 0]
T ,
λ6 = un ; r6 = [0, 0, 0, 0, 0, 1, · · · , 0]
T ,
...
λ5+l = un ; r5+l = [0, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 1]
T .
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Chacun de ces vecteurs propres ve´rifie : ‹An.rm = λm.rm. Ces diffe´rents vecteurs propres sont regroupe´s
en colonne pour former la matrice de transformation ‹X :
‹X =

1 12
1
2 0 0 0 · · · 0
0 12 −12 0 0 0 · · · 0
0 0 0 1 0 0 · · · 0
0 0 0 0 1 0 · · · 0
0 12
1
2 0 0 0 · · · 0
0 0 0 0 0 1 · · · 0
...
...
...
...
...
...
. . .
...
0 0 0 0 0 0 · · · 1

. (7.120)
L’inverse de la matrice ‹X , ‹X−1, a pour lignes les vecteurs propres “a` gauche” :
‹X−1 =

1 0 0 0 −1 0 · · · 0
0 1 0 0 1 0 · · · 0
0 −1 0 0 1 0 · · · 0
0 0 1 0 0 0 · · · 0
0 0 0 1 0 0 · · · 0
0 0 0 0 0 1 · · · 0
...
...
...
...
...
...
. . .
...
0 0 0 0 0 0 · · · 1

. (7.121)
La matrice ‹An peut ainsi s’e´crire : ‹An = ‹X .Λ. ‹X−1, ou` la matrice Λ est la matrice diagonale compose´e
des valeurs propres de ‹An. Les diffe´rentielles adimensionne´es des variables caracte´risitiques sont de´finies
comme suit :
dW˜ = ‹X−1 . d‹V =

dW˜ ρ
dW˜+
dW˜−
dW˜ s1
dW˜ s2
dW˜Ψ1
...
dW˜Ψl

=

dρ
ρ
− dP
ρc˜2
dP
ρc˜2
+ dunc˜
dP
ρc˜2
− dunc˜
dus1
c˜
dus2
c˜
dΨ1
...
dΨl

. (7.122)
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Il nous est maintenant possible d’e´crire :
dW˜ = (X−1.P−1) dV et, d‹V = (P.X ) dV , (7.123)
avec
(X−1.P−1) =

1
ρ
0 0 0 − 1
ρc˜2
0 · · · 0
0 1c˜ 0 0
1
ρc˜2
0 · · · 0
0 −1c˜ 0 0 1ρc˜2 0 · · · 0
0 0 1c˜ 0 0 0 · · · 0
0 0 0 1c˜ 0 0 · · · 0
0 0 0 0 0 1 · · · 0
...
...
...
...
...
...
. . .
...
0 0 0 0 0 0 · · · 1

, (7.124)
(P.X ) =

ρ ρ2
ρ
2 0 0 0 · · · 0
0 c˜2 − c˜2 0 0 0 · · · 0
0 0 0 c˜ 0 0 · · · 0
0 0 0 0 c˜ 0 · · · 0
0 ρc˜
2
2
ρc˜2
2 0 0 0 · · · 0
0 0 0 0 0 1 · · · 0
...
...
...
...
...
...
. . .
...
0 0 0 0 0 0 · · · 1

. (7.125)
7.6.1.7 Ecriture des e´quations d’Euler sous forme caracte´ristique adimensionne´e
Les e´quations (7.115) et (7.116) sont exprime´es de la manie`re suivante :
∂W˜
∂t
+ B˜n
∂W˜
∂xn
+ B˜s1
∂W˜
∂xs1
+ B˜s2
∂W˜
∂xs2
= 0 , (7.126)
∂W˜
∂t
+ L˜n + L˜s1 + L˜s2 = 0 , (7.127)
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ou` L˜i = B˜i
∂‹W
∂xi
et ou` les matrices B˜i sont de´finies par : B˜i = ( ‹X−1. ‹Ai. ‹X ). On obtient alors pour ces
dernie`res :
Bn = Λ =

un 0 0 0 0 0 · · · 0
0 un + c˜ 0 0 0 0 · · · 0
0 0 un − c˜ 0 0 0 · · · 0
0 0 0 un 0 0 · · · 0
0 0 0 0 un 0 · · · 0
0 0 0 0 0 un · · · 0
...
...
...
...
...
...
. . .
...
0 0 0 0 0 0 · · · un

, (7.128)
Bs1 =

us1 0 0 0 0 0 · · · 0
0 us1 0 c˜ 0 0 · · · 0
0 0 us1 c˜ 0 0 · · · 0
0 c˜2
c˜
2 us1 0 0 · · · 0
0 0 0 0 us1 0 · · · 0
0 0 0 0 0 us1 · · · 0
...
...
...
...
...
...
. . .
...
0 0 0 0 0 0 · · · us1

, (7.129)
Bs2 =

us2 0 0 0 0 0 · · · 0
0 us2 0 0 c˜ 0 · · · 0
0 0 us2 0 c˜ 0 · · · 0
0 0 0 us2 0 0 · · · 0
0 c˜2
c˜
2 0 us2 0 · · · 0
0 0 0 0 0 us2 · · · 0
...
...
...
...
...
...
. . .
...
0 0 0 0 0 0 · · · us2

. (7.130)
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On obtient donc pour les L˜i = (L˜
S
i , L˜
+
i , L˜
−
i , L˜
s1
i , L˜
s2
i , L˜
Ψ1
i , · · · , L˜
Ψl
i )
T :
L˜n =

un
∂‹W ρ
∂xn
(un + c˜)
∂‹W+
∂xn
(un − c˜)∂‹W−∂xn
un
∂‹W s1
∂xn
un
∂‹W s2
∂xn
un
∂‹WΨ1
∂xn
...
un
∂‹WΨl
∂xn

=

un
ρ
∂ρ
∂xn
− un
ρc˜ρ2
∂P
∂xn
u+c˜
ρc˜2
∂P
∂xn
+ u+c˜c˜
∂un
∂xn
u−c˜
ρc˜2
∂P
∂xn
− u−c˜c˜ ∂un∂xn
un
c˜
∂us1
∂xn
un
c˜
∂us2
∂xn
un
∂Ψ1
∂xn
...
un
∂Ψl
∂xn

, (7.131)
L˜s1 =

us1
∂‹W ρ
∂xs1
us1
∂‹W+
∂xs1
+ c˜∂‹W s1
∂xs1
us1
∂‹W−
∂xs1
+ c˜∂‹W s1
∂xs1
c˜
2
ï
∂‹W+
∂xs1
+ ∂‹W−
∂xs1
ò
+ us1
∂‹W s1
∂xs1
us1
∂‹W s2
∂xs1
us1
∂‹WΨ1
∂xs1
...
us1
∂‹WΨl
∂xs1

=

us1
ρ
∂ρ
∂xs1
− us1
ρc˜2
∂P
∂xs1
us1
ρc2
∂P
∂xs1
+
us1
c
∂un
∂xs1
+
∂us1
∂xs1
us1
ρc2
∂P
∂xs1
− us1c ∂un∂xs1 +
∂us1
∂xs1
1
ρc
∂P
∂xs1
+
us1
c
∂us1
∂xs1
us1
c
∂us2
∂xs1
us1
∂Ψ1
∂xs1
...
us1
∂Ψl
∂xs1

, (7.132)
L˜s2 =

us2
∂‹W ρ
∂xs2
us2
∂‹W+
∂xs2
+ c˜∂‹W s2
∂xs2
us2
∂‹W−
∂xs2
+ c˜∂‹W s2
∂xs2
us2
∂‹W s1
∂xs2
c˜
2
ï
∂‹W+
∂xs2
+ ∂‹W−
∂xs2
ò
+ us2
∂‹W s2
∂xs2
us2
∂‹WΨ1
∂xs2
...
us2
∂‹WΨl
∂xs2

=

us2
ρ
∂ρ
∂xs2
− us2
ρc˜2
∂P
∂xs2
us2
ρc2
∂P
∂xs2
+
us2
c
∂un
∂xs2
+
∂us2
∂xs2
us2
ρc2
∂P
∂xs2
− us2c ∂un∂xs2 +
∂us2
∂xs2
us2
c
∂us1
∂xs2
1
ρc
∂P
∂xs2
+
us2
c
∂us2
∂xs2
us2
∂Ψ1
∂xs2
...
us2
∂Ψl
∂xs2

. (7.133)
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7.6.1.8 Relations entre les diffe´rents vecteurs de flux convectif des diffe´rentes formes de l’e´quation
d’Euler
Il est possible de relier entre les diffe´rents vecteurs de flux convectif des diffe´rentes formes de
l’e´quation d’Euler (Mi, Ni, N˜i et L˜i, ou` i ∈ [n, s1, s2]) par :
Ni = (P. ‹X ) L˜i ou L˜i = ( ‹X−1.P−1) Ni, (7.134)
Mi = J .(P. ‹X ) L˜i ou L˜i = ( ‹X−1.P−1).J −1 Mi, (7.135)
N˜i = ‹X .L˜i ou L˜i = ‹X−1.N˜i. (7.136)
7.6.1.9 Re´e´criture des e´quations d’Euler
Les e´quations d’Euler peuvent alors eˆtre re´e´crite de la manie`re suivante :
∂‹V
∂t
+ ‹XL˜n + ‹XL˜s1 + ‹XL˜s2 = 0 , (7.137)
ou alors, en notant L˜ = L˜n + L˜s1 + L˜s2 :
∂‹V
∂t
+ ‹X .L˜ = 0 . (7.138)
On a :
‹X .L˜ =

L˜S + 12
Ä
L˜+ + L˜−
ä
1
2
Ä
L˜+ − L˜+
ä
L˜s1
L˜s2
1
2
Ä
L˜+ + L˜−
ä
L˜Ψ1
...
L˜Ψl

, (7.139)
ou` L˜∗ = L˜∗n+L˜
∗
s1+L˜
∗
s2 avec ∗ ∈ [S,+,−, s1, s2,Ψ1, · · · ,Ψl]. De manie`re explicite, l’e´quation (7.138)
nous donne :
∂ρ
∂t
= −ρL˜S − ρ
2
Ä
L˜+ + L˜−
ä
, (7.140)
∂un
∂t
= − c˜
2
Ä
L˜+ − L˜−
ä
, (7.141)
∂us1
∂t
= −c˜L˜s1 , (7.142)
∂us2
∂t
= −c˜L˜s2 , (7.143)
∂P
∂t
= −ρc˜
2
2
Ä
L˜+ + L˜−
ä
, (7.144)
∂Ψk
∂t
= −L˜Ψk . (7.145)
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En combinant ces dernie`res e´quations, et en utilisant les relations thermodynamiques pre´sente´es a` la
section 7.5, une e´quation supple´mentaire peut eˆtre de´rive´e pour la tempe´rature T :
∂T
∂t
=
ρ
2
ñ
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρ,Ψl
ô−1
∂P
∂ρ
∣∣∣∣
T,Ψl
Ç
1− Cp
Ctabv
åÄ
L˜+ + L˜−
ä
+ ρ
∂P
∂ρ
∣∣∣∣
T,Ψl
ñ
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρ,Ψl
ô−1
L˜S
+
ñ
∂P
∂T
∣∣∣∣
ρ,Ψl
ô−1 l∑
k=1
∂P
∂Ψk
∣∣∣∣
ρ,T,Ψj "=k
L˜Ψk . (7.146)
7.6.2 De´composition des e´quations de transport en ondes caracte´ristiques
Le principe du traitement NSCBC des conditions limites a de´ja` e´te´ pre´sente´ a` la section 4.2.1 dans
le cadre du formalisme multi-espe`ces. On cherche a` imposer les ondes caracte´ristiques entrantes dans
le domaine en tenant compte du type de condition limite conside´re´e. Dans le cadre de l’utilisation du
formalisme tabule´, les ondes entrantes ou sortantes sont les L˜Sn , L˜
+
n , L˜
−
n , L˜
s1
n , L˜
s2
n et L˜
Ψk
n . Leurs vitesses
caracte´ristiques sont respectivement un, un+ c˜, un− c˜, un, un et un (Eq. (7.128)). Les ondes L˜∗s1 et L˜∗s2
quant a` elles, ne se de´placent que dans les plans transverses a` la condition limite. Elles ne quittent ou
n’entrent jamais dans le domaine et ne sont donc pas traite´es. Ces ondes transverses doivent eˆtre tout de
meˆme calcule´es car l’estimation des ondes normales entrantes peut se faire dans certains cas, a` partir de
ces ondes transverses (cf. section suivante).
Comme dans le cas d’une formulation multi-espe`ces, les ondes caracte´ristiques sortantes et trans-
verses sont calcule´es a` partir de la combinaison des gradients des variables primitives en suivant leur
de´finition donne´e par les e´quations (7.131), (7.132) et (7.133). Les ondes entrantes sont estime´es a` partir
des ces ondes sortantes et dans certains cas transverses (voir section suivante) ; mais aussi a` partir de
valeur de re´fe´rence que l’on souhaite imposer a` un jeu de variables primitives de re´fe´rence.
Dans notre cas, avec le formalisme de la chimie tabule´e utilisant la me´thode TTC, le jeu de variables
primitives utilise´es est la vitesse (un, us1 , et us2), la pression P , la densite´ ρ et les l variables de controˆle
Ψl. Une fois toutes les ondes L˜n calcule´es, les gradients Mn des flux des variables conservatives sont
estime´s directement a` l’aide de l’e´quation (7.135).
Le traitement des conditions aux limites peut eˆtre re´sume´ de la manie`re suivante :
• calcul des gradients des variables primitives dans la base locale B = (xn, xs1 , xs2) au niveau de la
condition limite,
• calcul des ondes caracte´ristiques L˜Sn,s1,s2 ,,L˜
+
n,s1,s2 , L˜
−
n,s1,s2 , L˜
s1
n,s1,s2 , L˜
s2
n,s1,s2 et L˜
Ψk
n,s1,s2 ,
• calcul des Mn a` partir des ondes caracte´ristiques (Eq. (7.135)).
Nous allons maintenant pre´senter le traitement effectue´ sur les ondes caracte´ristiques normales (L˜∗n) en
fonction du type de conditions aux limites conside´re´.
7.6.2.1 Cas d’une sortie supersonique
Dans ce cas tre`s simple, toutes les ondes caracte´ristiques normales sortent du domaine de calcul
et peuvent ainsi eˆtre calcule´es a` partir de l’inte´rieur du domaine. Par conse´quent toutes ces ondes sont
calcule´es a` partir de l’e´quation (7.131).
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7.6.2.2 Cas d’une entre´e supersonique
Dans ce cas ci, toutes les ondes normales a` la condition limite entrent au sein du domaine de calcul.
Le calcul de celles-ci ne peut donc pas se faire a` partir de l’e´quation (7.131) mais est effectue´ a` partir
du jeu de variables de re´fe´rence que l’on cherche a` imposer au niveau de la condition limite (un, us1 , et
us2), la densite´ ρ, et la pression P . Ceci est re´alise´ a` l’aide d’une me´thode de relaxation :
∂ρ
∂t
= −τ−1T ∆ρ , (7.147)
∂un
∂t
= −τ−1un ∆un , (7.148)
∂us1
∂t
= −τ−1us1∆us1 , (7.149)
∂us2
∂t
= −τ−1us2∆us2 , (7.150)
∂P
∂t
= −τ−1P ∆P , (7.151)
∂Ψk
∂t
= −τ−1Y ∆Ψk , (7.152)
avec ∆Φ = Φcell − Φref . Φref est la valeur de re´fe´rence que l’on cherche a` imposer au niveau de la
condition limite, tandis que Φcell est la valeur obtenue par le calcul au niveau de la condition limite. τΦ
est un parame`tre permettant de jouer sur la durete´ de la relaxation. Il posse`de les dimensions d’un temps.
Il nous est maintenant possible d’e´crire a` partir des e´quations (7.140), (7.141), (7.142), (7.143), (7.144),
et (7.145) :
τ−1ρ ∆ρ = ρL˜
S +
ρ
2
Ä
L˜+ + L˜−
ä
, (7.153)
τ−1un ∆un =
c˜
2
Ä
L˜+ − L˜−
ä
, (7.154)
τ−1us1∆us1 = c˜L˜
s1 , (7.155)
τ−1us2∆us2 = c˜L˜
s2 , (7.156)
τ−1P ∆P =
ρc˜2
2
Ä
L˜+ + L˜−
ä
, (7.157)
τ−1
Ψk
∆Ψk = L˜
Ψk . (7.158)
On cherche maintenant a` exprimer les diffe´rents L˜∗n (ou` ∗ est e´gal a` S,+,−, s1, s2, et Ψk) en fonction
de ce que l’on impose. La combinaisons des six e´quations pre´ce´dentes nous conduit a` :
L˜Sn = τ
−1
ρ
∆ρ
ρ
− τ−1P
∆P
ρc˜2
+ (βt − 1)
Ä
L˜Ss1 + L˜
S
s2
ä
, (7.159)
L˜+n = τ
−1
P
∆P
ρc˜2
+ τ−1un
∆un
c˜
+ (βt − 1)
Ä
L˜+s1 + L˜
+
s2
ä
, (7.160)
L˜−n = τ
−1
P
∆P
ρc˜2
− τ−1un
∆un
c˜
+ (βt − 1)
Ä
L˜−s1 + L˜
−
s2
ä
, (7.161)
L˜s1n = τ
−1
us1
∆us1
c˜
+ (βt − 1)
Ä
L˜s1s1 + L˜
s1
s2
ä
, (7.162)
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L˜s2n = τ
−1
us2
∆us2
c˜
+ (βt − 1)
Ä
L˜s2s1 + L˜
s2
s2
ä
, (7.163)
L˜Ψkn = τ
−1
Ψk
∆Ψk + (βt − 1)
Ä
L˜Ψks1 + L˜
Ψk
s2
ä
. (7.164)
On peut noter l’apparition d’un coefficient βt ∈ [0; 1] dans les e´quations pre´ce´dentes. Celui-ci est a e´te´
introduit artificiellement et permet de controˆler la prise en en compte ou non des termes transverses dans
le calcul des ondes normales (voir section 4.2.2.5).
Remarque Une attention particulie`re doit eˆtre apporte´e sur le choix de les valeurs de re´fe´rence utilise´es
pour les variables P et ρ. Dans notre cas, la pression de re´fe´rence utilise´e correspond a` la pression cible du
calcul vise´, et donc la pression de ge´ne´ration de la table chimique conc¸ue pour la re´alisation de ce calcul.
Dans ce cas-ci, la valeur de re´fe´rence ρref est conditionne´e par le choix des valeurs de re´fe´rences des
variables de controˆles Ψ
ref
k choisies. ρ
ref correspond ainsi a` la valeur tabule´e de ρ avec pour coordonne´es
d’entre´e Ψ
ref
k .
7.6.2.3 Cas d’une sortie subsonique
Dans le cas d’une sortie subsonique, les ondes L˜Sn , L˜
+
n , L˜
s1
n , L˜
s2
n et L˜
Ψk
n quittent le domaine de calcul
et sont donc calcule´es a` partir de l’inte´rieur du domaine. Par contre, l’onde L˜−n est conside´re´e comme
entrante, et doit donc eˆtre estime´e en fonction du type de condition que l’on souhaite :
Sortie non re´fle´chissante (NR)
Dans le cas d’une sortie non re´fle´chissante, Poinsot et Lele [130] impose la condition physique suivante :
∂W˜−,NR
∂xn
= 0 ⇐⇒ L˜−,NRn = 0 . (7.165)
L’approche de Thompson [168], quant a` elle, impose :
∂W˜−,NR
∂t
= 0 ⇐⇒ L˜−,NRn = −
Ä
L˜−s1 + L˜
−
s2
ä
. (7.166)
Ces deux approche ont e´te´ ge´ne´ralise´es par Lodato et al. [89][90] :
∂W˜−,NR
∂t
= −βt
Ä
L˜−s1 + L˜
−
s2
ä
⇐⇒ L˜−,NRn = (βt − 1)
Ä
L˜−s1 + L˜
−
s2
ä
. (7.167)
En plus de ces conditions, un terme de relaxation additionnel doit eˆtre ajoute´ artificiellement afin de
s’assurer que l’on ne de´rive pas de la valeur de re´fe´rence que l’on souhaite imposer a` la variable de
re´fe´rence choisie. Ainsi, si l’on souhaite imposer une pression de re´fe´rence au niveau de la sortie, on
e´crit :
L˜−n = L˜
−,NR
n + 2τ
−1
P
∆P
ρc˜2
. (7.168)
Si l’on souhaite en revanche imposer la vitesse un au niveau de la condition limite, par exemple lors de
l’utilisation de sortie en bord de domaine de calcul permettant d’e´vacuer des ondes de pression, on e´crit :
L˜−n = L˜
−,NR
n − 2τ−1un
∆un
c˜
. (7.169)
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Sortie re´fle´chissante (R)
Dans le cas d’une sortie re´fle´chissante, la condition physique qui s’impose est :
∂P
∂t
= 0 ⇐⇒
Ä
L˜+ + L˜−
ä
= 0
⇐⇒ L˜−,Rn = −
Ä
L˜+n + L˜
+
s1 + L˜
+
s2
ä
−
Ä
L˜−s2 + L˜
−
s2
ä
(7.170)
Ici aussi, meˆme si cette relation est exacte dans le cadre de l’e´quation d’Euler, un terme de relaxation
doit aussi eˆtre ajoute´ afin de s’assurer que l’on ne de´rive pas de la valeur de re´fe´rence choisie. On obtient
ainsi :
L˜−n = L˜
−,R
n + 2τ
−1
P
∆P
ρc˜2
, (7.171)
si l’on souhaite imposer une pression de re´fe´rence ; et
L˜−n = L˜
−,R
n − 2τ−1un
∆un
c˜
. (7.172)
si l’on souhaite jouer sur la vitesse un.
7.6.2.4 Cas d’une entre´e subsonique
Dans ce cas ci, seule l’onde L˜+n quitte le domaine de calcul et est donc calcule´e a` partir de l’inte´rieur
du domaine. Par contre, les ondes L˜Sn , L˜
−
n , L˜
s1
n , L˜
s2
n , et L˜
Ψk
n sont entrantes, et doivent dont eˆtre estime´es
en fonction du type de condition que l’on souhaite :
Entre´e non re´fle´chissante (NR)
Dans le cas d’une entre´e non re´fle´chissante, Poinsot et Lele [130] impose la condition physique suivante
pour les ondes L˜∗n avec ∗ ∈ [S,−, s1, s2,Ψk] :
∂W˜ ∗,NR
∂xn
= 0 ⇐⇒ L˜∗,NRn = 0 . (7.173)
L’approche de Thompson [168], quant a` elle, impose :
∂W˜ ∗,NR
∂t
= 0 ⇐⇒ L˜∗,NRn = −
Ä
L˜∗s1 + L˜
∗
s2
ä
. (7.174)
Ces deux approche ont e´te´ ge´ne´ralise´es par Lodato et al. [89][90] :
∂W˜ ∗,NR
∂t
= −βt
Ä
L˜∗s1 + L˜
∗
s2
ä
⇐⇒ L˜∗,NRn = (βt − 1)
Ä
L˜∗s1 + L˜
∗
s2
ä
. (7.175)
Comme pour le cas de la sortie subsonique, un terme de relaxation additionnel doit eˆtre utilise´ afin de
s’assurer que l’on ne de´rive pas de la valeur de re´fe´rence que l’on souhaite imposer aux variables de
re´fe´rences choisies. Dans le cas d’une entre´e, on de´sire imposer la densite´ ρ, les vitesses un, us1 , us2 , et
les variables de controˆle Ψk. On obtient ainsi a` partir des e´quations (7.140) a` (7.145) :
L˜Sn = L˜
S,NR
n − τ−1ρ
∆ρ
ρ
− τ−1un
∆un
c˜
, (7.176)
L˜−n = L˜
−,NR
n − 2τ−1un
∆un
c˜
, (7.177)
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L˜s1n = L˜
s1,NR
n + τ
−1
us1
∆us1
c˜
, (7.178)
L˜s2n = L˜
s2,NR
n + τ
−1
us2
∆us2
c˜
, (7.179)
L˜Ψkn = L˜
Ψk,NR
n + τ
−1
Ψk
∆Ψk . (7.180)
Entre´e re´fle´chissante (R)
Dans le cas d’une entre´e re´fle´chissante, les conditions physiques qui s’imposent sont :
∂ρ
∂t
= 0 ,
∂un
∂t
= 0 ,
∂us1
∂t
= 0 ,
∂us2
∂t
= 0 , (7.181)
∂Ψk
∂t
= 0 .
Ces conditions nous me`nent d’apre`s les e´quations (7.140) a` (7.145) a` :
L˜S,Rn = −
Ä
L˜+n + L˜
+
s1 + L˜
+
s2
ä
−
Ä
L˜Ss1 + L˜
S
s2
ä
, (7.182)
L˜−,Rn =
Ä
L˜+n + L˜
+
s1 + L˜
+
s2
ä
−
Ä
L˜−s1 + L˜
−
s2
ä
, (7.183)
L˜s1,Rn = −
Ä
L˜s1s1 + L˜
s1
s2
ä
, (7.184)
L˜s2,Rn = −
Ä
L˜s2s1 + L˜
s2
s2
ä
, (7.185)
L˜Ψk,Rn = −
Ä
L˜Ψks1 + L˜
Ψk
s2
ä
. (7.186)
Ici aussi, meˆme si ces relations sont exactes dans le cadre de l’e´quation d’Euler, un terme de relaxation
doit aussi eˆtre ajoute´ afin de s’assurer que l’on ne de´rive pas des valeurs de re´fe´rence choisies. On obtient
ainsi :
L˜Sn = L˜
S,R
n − τ−1ρ
∆ρ
ρ
− τ−1un
∆un
c˜
, (7.187)
L˜−n = L˜
−,R
n − 2τ−1un
∆un
c˜
, (7.188)
L˜s1n = L˜
s1,R
n + τ
−1
us1
∆us1
c˜
, (7.189)
L˜s2n = L˜
s2,R
n + τ
−1
us2
∆us2
c˜
, (7.190)
L˜Ψkn = L˜
Ψk,R
n + τ
−1
Ψk
∆Ψk . (7.191)
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Chapitre 8
Test du couplage du formalisme TTC GR
avec les conditions aux limites de type
NSCBC dans SiTComB
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Ce chapitre est consacre´ a` la validation de l’imple´mentation du formalisme TTC de type gaz re´els
couple´ aux conditions aux limites caracte´ristiques. Plusieurs cas tests acade´miques sont re´alise´s ou` l’im-
pact de la prise en compte des termes transverses lors du traitement des conditions aux limites, ainsi
que le choix de la forme de l’e´quation d’e´tat (voir sections 7.4.2.1 et 7.4.2.2), sont e´tudie´s. Enfin, la
robustesse de cette proce´dure est teste´e sur le cas “C4+” du jet de Mayer pre´sente´ au chapitre 5, et
les re´sultats obtenus a` l’aide d’une thermodynamique tabule´e sont compare´s aux re´sultats obtenus en
utilisant le formalisme multi-espe`ces.
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Calcul P0 (bar) z (-) c (-) T (K) Ux,conv (m/s) Uy,conv (m/s) Re (-)
M1 56 0.1 0 130.8 60 0 4, 5.106
M2 56 0.1 0 130.8 300 0 22, 5.106
M3 56 0.1 0 130.8 600 0 37, 5.106
TABLE 8.1: Conditions thermodynamiques initiales.
Dans la suite de ce chapitre, nous appellerons NSCBC-1D le formalisme des conditions aux limites
ne tenant pas compte des termes transverses, et NSCBC-3D celui en tenant compte. De meˆme nous
nommerons le formalisme utilisant l’e´quation d’e´tat de forme cubique EoS-cubique et celui utilisant
l’e´quation base´e sur la compressibilite´ tabule´e EoS-Z .
8.1 Convection d’un vortex 2D
8.1.1 Domaine de calcul et conditions aux limites
Le domaine de calcul est un canal 2D de 2 cm*1 cm (Lx×Ly) comprenant 800*400 cellules de taille
homoge`ne. Les faces normales a` la direction y sont traite´es comme des conditions pe´riodiques. La face
normale a` l’axe des x situe´e vers les x < 0 est traite´e comme une entre´e de type NSCBC tandis qu’une
sortie NSCBC est utilise´e pour celle situe´e vers les x > 0.
8.1.2 Initialisation et conditions thermodynamiques
Trois configurations (nomme´es respectivement M1, M2 et M3), pre´sentant diffe´rentes vitesses de
convection, ont e´te´ conside´re´es afin de voir l’impact du nombre de Mach de l’e´coulement sur le compor-
tement des conditions aux limites. Les conditions thermodynamiques initiales des calculs sont re´sume´es
dans le tableau 8.1. Remarquons le nombre de Reynolds associe´s a` chaque calcul est base´ sur les vitesses
de convection respectives ainsi que sur la taille caracte´ristique du vortex τ . La table chimique utilise´e
est une table FPI (z,c) base´e sur un me´lange d’oxyge`ne a` 85K et de me´thane a` 288K. La ge´ne´ration de
cette table chimique est pre´sente´e au chapitre suivant. Les conditions thermodynamiques impose´es pour
ces calculs (P = 56 bar, z = 0.1, et c = 0) correspondent a` un me´lange d’oxyge`ne et de me´thane (YCH4
= 0.1 et YO2 = 0.9) a` 130K dont la compressibilite´ est d’environ de 0.17. Ainsi, les effets de type gaz
re´els ne sont pas ne´gligeables. Le champ de vitesse initial est de´fini en terme de fonction de courant de
la manie`re suivante :
Ψ =
√
2 Uvort exp
Ä
− (x− x0)
2 + (y − y0)2
2τ2
ä
+ Ux,convy + Uy,convx, (8.1)
Ux(x, y) =
∂Ψ
∂y
, Uy(x, y) =
∂Ψ
∂x
. (8.2)
Ux,conv et Uy,conv sont les composantes du champ de vitesse selon l’axe des x et l’axe des y respecti-
vement. Ux,conv est fixe´e respectivement a` 60 m/s, 300 m/s et 600 m/s pour les calculs M1, M2 et M3.
Uvort est l’amplitude maximale de vitesse du vortex, sa valeur est fixe´e a` 5 m/s pour les trois diffe´rents
calculs M1, M2 et M3. τ peut eˆtre assimile´ au rayon du vortex. Sa valeur est fixe´e a` 0.1 cm. x0 et y0
sont les coordonne´es du centre du vortex. Les champs de pression et de tempe´rature initiaux ne sont pas
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EoS ∂P
∂ρ
∣∣∣
T,Ψk
[m2/s2] ∂P
∂T
∣∣∣
ρ,Ψk
[Pa/K] Cp [J/Kg/K] c˜ [m/s]
EoS-cubique (cf. section 7.4.2.1) ≈ 141135 ≈ 714190 ≈ 3572 ≈ 713
EoS-Z (cf. section 7.4.2.2) ≈ 6362 ≈ 42806 ≈ 4423 ≈ 169
TABLE 8.2: De´rive´es partielles de l’e´quation d’e´tat, Cp et vitesse du son du fluide simule´ en fonction de
l’e´quation d’e´tat utilise´e.
EoS M1 M2 M3
EoS-cubique (cf. section 7.4.2.1) 0.08 0.42 0.84
EoS-Z (cf. section 7.4.2.2) 0.36 1.78 3.56
TABLE 8.3: Nombre de Mach des configurations M1, M2, et M3, en fonction de l’e´quation d’e´tat utilise´e.
modifie´s, et s’e´quilibrent automatiquement avec le champ de vitesse impose´ de`s le de´but du calcul sans
ge´ne´rer de fortes perturbations.
Vitesse du son
Nous avons vu au chapitre pre´ce´dent, que la capacite´ calorifique a` pression constante, Cp, et la vitesse du
son du fluide simule´, c˜, de´pendent de de´rive´es partielles par rapport a` la tempe´rature et a` la densite´ (voir
section 7.4) de´pendantes de la forme de l’e´quation d’e´tat utilise´e. Les deux e´quations de type GR EOS-
cubique et EOS-Z pre´sentant des de´rive´es partielles fortement diffe´rentes, les valeurs de Cp et c˜ seront
e´galement tre`s diffe´rentes, comme illustre´ dans le tableau 8.2. Il en va de meˆme avec le nombre de Mach
de l’e´coulement simule´ comme le montre le tableau 8.3. Celui-ci donne les nombres de Mach associe´s
aux configurations M1, M2 et M3 en fonction de l’e´quation d’e´tat utilise´e. Notons que ce nombre de
Mach est base´ sur les vitesses de convections du vortex. On voit qu’avec l’utilisation de l’e´quation d’e´tat
base´e sur la compressibilite´ tabule´e, les configurations M2 et M3 pre´sentent un e´coulement supersonique.
Les valeurs obtenues avec l’e´quations de forme cubique sont analogues a` celles obtenues au formalisme
multi-espe`ces pour un me´lange d’oxyge`ne et de me´thane correspondant aux conditions pre´sente´es ci-
dessus. Ceci est duˆ au fait qu’avec l’utilisation de la forme cubique de l’e´quation d’e´tat tabule´e, la non
line´arite´ de celle-ci est conserve´e, et pre´sente dans l’expression des de´rive´es partielles. Au contraire,
dans le cas de l’utilisation de la forme base´e sur la compressibilite´ tabule´e, cette non-line´arite´ n’est pas
conserve´e.
8.1.3 Re´sultats
Pour chaque configuration M1, M2, et M3, trois calculs ont e´te´ re´alise´s. Deux de ces calculs uti-
lisent la forme cubique de l’e´quation d’e´tat, couple´e soit au formalisme NSCBC simple (βt = 1),
soit a` celui prenant en compte les termes transverses (βt ∈ [0, 1[). Le troisie`me calcul utilise quant a`
lui la forme de l’e´quation d’e´tat base´e sur la compressibilite´ tabule´e, et le formalisme NSCBC simple.
Ainsi, les diffe´rents impact de l’utilisation des diffe´rents formalisme NSCBC et des diffe´rentes formes
de l’e´quation d’e´tat peuvent eˆtre mis en avant.
Il a e´te´ trouve´, lors de la re´alisation de ces calculs, que la valeur optimale pour le βt a` imposer pour
les calculs au formalisme NSCBC 3D est obtenue en imposant : βt = 1 −M ou` M est le nombre
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de Mach de la configuration conside´re´e (voir tableau 8.1). La valeur du coefficient de relaxation sur la
pression τP a e´te´ fixe´e a` 2.10
5 s−1.
Dans les sections suivantes, des profils et des champs de pressions adimensionne´es P ∗ sont pre´sente´s.
La pression est normalise´e par rapport a` la pression cible P0 du cas test (ici la pression correspondant a`
la table chimique, soit 56 bar) :
P ∗(x, y, t) =
P (x, y, t)− P0
P0
. (8.3)
Ainsi, une fois que le vortex a quitte´ le domaine, P ∗ est suppose´e tendre vers ze´ro.
8.1.3.1 EoS-cubique / NSCBC-1D vs. NSCBC-3D
La figure 8.1 nous pre´sente la sortie du vortex de la configuration M1 et compare les re´sultats obte-
nus par les calculs utilisant les deux formalismes NSCBC (1D et 3D). Il s’agit de visualisations d’iso-
contours de vitesse longitudinale sur des champs de pression obtenus a` diffe´rent temps de calcul. On
constate que la sortie du vortex s’effectue sans proble`me dans les deux cas, et que la pression tend bien
vers sa valeur cible apre`s la sortie du vortex. Ne´anmoins, avec l’utilisation du formalisme NSCBC-3D,
la forme et la structure du vortex sont conserve´es tandis que dans le cas NSCBC-1D le vortex est forte-
ment de´forme´. De plus les fluctuations de pression engendre´es par le passage du vortex au travers de la
sortie sont nettement plus faibles dans le cas NSCBC-3D. La figure 8.2 pre´sente des profils de pression
adimensionne´e sur l’axe des x pris a` diffe´rents temps de calcul et en diffe´rentes positions (y = −0.1,
y = 0.0 et y = +0.1 cm) et compare les re´sultats obtenus par les calculs NSCBC-1D et NSCBC-3D
pour la configuration M1. Dans le cas NSCBC-3D, la conservation de la structure du champ de pression
associe´ a` la pre´sence du vortex (traduit par la de´pression au centre de celui-ci, bien visible sur la figure
8.2(a)) est ici aussi bien visible tout le long du processus de sortie du vortex, alors que dans le cas de
l’utilisation du NSCBC-1D les fluctuations de pression engendre´es atteignent des niveaux supe´rieurs a`
5%.
La figure 8.3 pre´sente la sortie du vortex de la configuration M2 et compare les re´sultats obtenus par
les calculs utilisant les deux formalismes NSCBC (1D et 3D). Il s’agit de visualisations d’iso-contours
de vitesse longitudinale sur des champs de pression obtenus a` diffe´rent temps de calcul. On constate que
la sortie du vortex s’effectue ici aussi sans proble`me dans les deux cas, et que la pression tend bien vers
sa valeur cible apre`s la sortie du vortex. De meˆme que dans le cas M1, avec l’utilisation du formalisme
NSCBC-3D, la forme et la structure du vortex sont conserve´es tandis que dans le cas NSCBC-1D le
vortex est fortement de´forme´. La de´formation est tout de meˆme moins importante que dans le cas de
la configuration M1. Les fluctuations de pression engendre´es par le passage du vortex au travers de la
sortie sont ici aussi nettement plus faibles dans le cas NSCBC-3D. Remarquons que l’amplitude de ces
fluctuations est plus importante que dans le cas M1.
La figure 8.4 pre´sente des profils axiaux de pression adimensionne´e pris a` diffe´rents temps de calcul
et en diffe´rentes positions (y = −0.1, y = 0.0 et y = +0.1 cm) et compare les re´sultats obtenus par
les calculs NSCBC-1D et NSCBC-3D pour la configuration M2. Dans le cas NSCBC-3D, les niveaux de
fluctuations de pressions restent nettement infe´rieures a` ceux observe´s avec le formalisme NSCBC-1D.
Sur la figure 8.5, on peut voir la sortie du vortex de la configuration M3 et compare les re´sultats
obtenus par les calculs utilisant les deux formalismes NSCBC (1D et 3D). Il s’agit de visualisations
d’iso-contours de vitesse longitudinale sur des champs de pression obtenus a` diffe´rent temps de calcul.
On constate que la sortie du vortex s’effectue encore une fois sans proble`me dans les deux cas, et que
la pression tend bien vers sa valeur cible apre`s la sortie du vortex. Dans ce cas ci aucune de´formation
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(a) t = 1, 394 10−4s (b) t = 1, 394 10−4s
(c) t = 1, 666 10−4s (d) t = 1, 666 10−4s
(e) t = 1, 785 10−4s (f) t = 1, 785 10−4s
(g) t = 3, 400 10−4s (h) t = 3, 400 10−4s
FIGURE 8.1: Configuration M1 : sortie d’un vortex : M = 0.08. Visualisation du champ instantane´ de
pression normalise´e et de contours de vitesse longitudinale obtenus avec un calcul NSCBC-1D (gauche)
et NSCBC-3D (droite). L’e´volution en temps se fait de haut en bas. Calculs EOS-cubique.
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FIGURE 8.2: Configuration M1 : sortie d’un vortex : M = 0.08. Profils de pression adimensionne´e (cf.
eq. 8.3) selon l’axe des x (en y = −0.1, y = 0.0 et y = +0.1 cm) des calculs NSCBC-1D et NSCBC-3D
a` diffe´rents temps de calculs. Calculs EOS-cubique.
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(a) t = 2, 788 10−5s (b) t = 2, 788 10−5s
(c) t = 3, 332 10−5s (d) t = 3, 332 10−5s
(e) t = 3, 570 10−5s (f) t = 3, 570 10−5s
(g) t = 6, 800 10−5s (h) t = 6, 800 10−5s
FIGURE 8.3: Configuration M2 : Sortie d’un vortex : M = 0.42. Visualisation du champ instantane´ de
pression normalise´e et de contours de vitesse longitudinale obtenus avec un calcul NSCBC-1D (gauche)
et NSCBC-3D (droite). L’e´volution en temps se fait de haut en bas. Calculs EOS-cubique.
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FIGURE 8.4: Configuration M2 : sortie d’un vortex : M = 0.42. Profils de pression adimensionne´e (cf.
eq. 8.3) selon l’axe des x (en y = −0.1, y = 0.0 et y = +0.1 cm) des calculs NSCBC-1D et NSCBC-3D
a` diffe´rents temps de calculs. Calculs EOS-cubique.
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particulie`re du vortex n’est observe´e. Les fluctuations de pression engendre´es par le passage du vortex
au travers de la sortie sont plus faibles que dans le cas M2, et sont ici aussi nettement plus faibles dans
le cas NSCBC-3D. La figure 8.6 nous pre´sente des profils de pression adimensionne´e sur l’axe des x
pris a` diffe´rents temps de calcul et en diffe´rentes positions (y = −0.1, y = 0.0 et y = +0.1 cm) et
compare les re´sultats obtenus par les calculs NSCBC-1D et NSCBC-3D pour la configuration M3. Dans
le cas NSCBC-3D, les niveaux de fluctuations de pressions restent ici aussi nettement infe´rieures a` ceux
observe´s avec le formalisme NSCBC-1D.
8.1.3.2 EoS-cubique vs. EoS-compressibilite´ / NSCBC-1D
Sur la figure 8.7 on compare les re´sultats obtenus par les calculs utilisant les deux formes d’e´quations
d’e´tat pour le cas M1. Il s’agit de visualisations d’iso-contours de vitesse longitudinale sur des champs de
pression obtenus a` diffe´rent temps de calcul. On constate que la sortie du vortex s’effectue sans proble`me
dans les deux cas, et que la pression tend bien vers sa valeur cible apre`s la sortie du vortex. La forme et
la structure du vortex sont tre`s fortement de´forme´es avec le calcul EoS-cubique tandis que pour le calcul
EoS-Z celle-ci est conserve´e. Les fluctuations de pression engendre´es par le passage du vortex au travers
de la sortie sont nettement plus faibles dans le cas EoS-Z . L’utilisation de cette forme EoS-Z semble
plus stable. Ce semblant de stabilite´ est en fait du au nombre de Mach de l’e´coulement simule´. En effet,
dans le cas EOS-cubique, le nombre de Mach associe´ a` l’e´coulement est environ e´gal a` 0.08 tandis que
pour EOS-Z , ce nombre de Mach est environ e´gal a` 0.36 et s’approche donc plus du cas M2 utilisant
l’e´quation cubique. Or nous avons vu dans la section pre´ce´dente que la de´formation diminuait fortement
avec l’augmentation du nombre de Mach.
La figure 8.8 pre´sente des profils de pression adimensionne´e sur l’axe des x pris a` diffe´rents temps
de calcul et en diffe´rentes positions (y = −0.1, y = 0.0 et y = +0.1 cm) et compare les re´sultats
obtenus par les calculs utilisant les deux formes d’e´quation d’e´tat pour la configurations M1. La plus
faible amplitude des fluctuations de pression dans le cas EoS-compressibilite´ est nettement visible sur
ces figures.
Les configurations M2 et M3 pre´sentent des nombres de Mach supersoniques dans le cas de l’uti-
lisation de la forme EOS-Z . Dans ces conditions, les sorties de type NSCBC ne jouent aucun roˆle. La
sortie du vortex s’effectue sans ge´ne´rer de fluctuations de vitesse et de pression. La comparaison avec les
autres re´sultats ne pre´sente donc pas d’inte´reˆt particulier et n’est donc pas effectue´e.
8.2 Convection d’une poche de fraction de me´lange 2D
8.2.1 Domaine de calcul et conditions aux limites
Le domaine de calcul est un canal 2D de 2 cm*1 cm (Lx×Ly) comprenant 800*400 cellules de taille
homoge`ne. Les faces normales a` la direction y sont traite´es comme des conditions pe´riodiques. La face
normale a` l’axe des x situe´e vers les x < 0 est traite´e comme une entre´e de type NSCBC tandis qu’une
sortie NSCBC est utilise´e pour celle situe´e vers les x > 0.
8.2.2 Initialisation et conditions thermodynamiques
La table chimique utilise´e est la meˆme que celle utilise´e pour la sortie de vortex. L’e´coulement initial
est obtenu de la manie`re suivante :
P0 = 56 bar, (8.4)
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(a) t = 1, 394 10−5s (b) t = 1, 394 10−5s
(c) t = 1, 666 10−5s (d) t = 1, 666 10−5s
(e) t = 1, 785 10−5s (f) t = 1, 785 10−5s
(g) t = 3, 400 10−5s (h) t = 3, 400 10−5s
FIGURE 8.5: Configuration M3 : Sortie d’un vortex : M = 0.84. Visualisation du champ instantane´ de
pression normalise´e et de contours de vitesse longitudinale obtenus avec un calcul NSCBC-1D (gauche)
et NSCBC-3D (droite). L’e´volution en temps se fait de haut en bas. Calculs EOS-cubique.
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FIGURE 8.6: Configuration M3 : sortie d’un vortex : M = 0.84. Profils de pression adimensionne´e (cf.
eq. 8.3) selon l’axe des x (en y = −0.1, y = 0.0 et y = +0.1 cm) des calculs NSCBC-1D et NSCBC-3D
a` diffe´rents temps de calculs. Calculs EOS-cubique.
Test du couplage du formalisme TTC GR avec les conditions aux limites de type NSCBC dans
SiTComB 181
(a) t = 1, 394 10−4s (b) t = 1, 394 10−4s
(c) t = 1, 666 10−4s (d) t = 1, 666 10−4s
(e) t = 1, 785 10−4s (f) t = 1, 785 10−4s
(g) t = 3, 400 10−4s (h) t = 3, 400 10−4s
FIGURE 8.7: Configuration M1 : Sortie d’un vortex : M = 0.08 pour l’e´quation de type cubique et
M = 0.36 avec l’e´quation base´e sur la compressibilite´. Visualisation du champ instantane´ de pression
normalise´e et de contours de vitesse longitudinale obtenus avec un calcul EoS-cubique (gauche) et EoS-
compressibilite´ (droite). L’e´volution en temps se fait de haut en bas. Calculs NSCBC-1D.
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FIGURE 8.8: Configuration M1 : sortie d’un vortex : Sortie d’un vortex : M = 0.08 pour l’e´quation de
type cubique et M = 0.36 avec l’e´quation base´e sur la compressibilite´. Profils de pression adimensionne´e
(cf. eq. 8.3) selon l’axe des x (en y = −0.1 (− · − · −), y = 0.0 ( ) et y = +0.1 (− − −−) cm)
des calculs EoS-cubique (sans symboles) et EoS-compressibilite´ (avec symboles •) a` diffe´rents temps de
calculs.
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Ux = 60m/s, (8.5)
Uy = 0m/s, (8.6)
c = 0, (8.7)
z = zbub +
z0 − zbub
2
[
1 + tanh
Ä
Craid(r −R0)
ä]
. (8.8)
Avec r =
»
(x− x0)2 + (y − y0)2, la distance au centre de la poche de fraction de me´lange de coor-
donne´es (x0, y0) = (0, 0). R0 est le rayon de la poche de fraction de me´lange et est fixe´ a` 1, 5.10
−3.
Craid est une constante permettant de controˆler la raideur du profile en tangeante hyperbolique et est
fixe´e a` 2, 5.103. z0 est la fraction de me´lange de re´fe´rence et est fixe´e a` 0.1.
Les conditions thermodynamiques impose´es pour ce calcul (P = 56 bars, z = 0.1, et c = 0) corres-
pondent a` un me´lange d’oxyge`ne et de me´thane (YCH4 = 0.1 et YO2 = 0.9) a` 130K dont la compressibilite´
est d’environ de 0.17. Ainsi, les effets de type gaz re´els ne sont pas ne´gligeables. zbub est la fraction de
me´lange maximum rencontre´e au sein de la poche. Sa valeur est fixe´e a` 0.3, ce qui correspond a` un
me´lange d’oxyge`ne et de me´thane (YCH4 = 0.3 et YO2 = 0.7) a` 176K dont la compressibilite´ est d’envi-
ron 0.33. La figure 8.9 pre´sente les champs initiaux de fraction de me´lange, de tempe´rature et de densite´
ainsi obtenus. Les conditions thermodynamiques initiales des calculs sont re´sume´es dans le tableau 8.4.
Remarquons que le nombre de Reynolds est base´ sur la vitesse de convection, la fraction de me´lange
z0, ainsi que sur la taille caracte´ristique R0 de la poche de fraction de me´lange. Comme pour les cas
P0 (bar) z0 (-) zbub (-) c (-) Ux,conv (m/s) Uy,conv (m/s) Re (-)
56 0.1 0.3 0 60 0 4, 5.106
TABLE 8.4: Poche de fraction de me´lange : conditions initiales.
tests de convection de vortex dans la section pre´ce´dente, les vitesses du son effective du fluide simule´
sont fortement diffe´rentes en fonction de la forme de l’e´quation d’e´tat utilise´e. La figure 8.10 montre les
champs de vitesse du son obtenus a` l’instant initial en fonction des deux formes d’e´quation d’e´tat. Les
diffe´rences obtenues entre les deux formes sont tre`s fortes et les tendances sont totalement inverse´es.
Les valeurs obtenues avec la forme EOS-cubique sont analogues a` celles obtenues au formalisme multi-
espe`ces pour un me´lange d’oxyge`ne et de me´thane correspondant aux conditions pre´sente´es ci-dessus.
Dans tous les cas, l’e´coulement simule´ est subsonique.
8.2.3 Re´sultats
Trois calculs ont e´te´ re´alise´s. Deux de ces calculs utilisent l’e´quation d’e´tat de forme cubique, et uti-
lisent soit le formalisme NSCBC-1D simple (βt = 1), soit celui prenant en compte les termes transverses
(βt ∈ [0, 1[). Le troisie`me calcul utilise quant a` lui l’e´quation d’e´tat base´e sur la compressibilite´ tabule´e,
et le formalisme NSCBC-1D. Pour le formalisme NSCBC, la valeur du coefficient de relaxation sur la
pression τP a e´te´ fixe´e a` 2.10
5 s−1.
Au sein de cette section, des profils et des champs de pression adimensionne´e P ∗ sont pre´sente´s. La
pression est normalise´e par rapport a` la pression cible P0 du cas test (ici la pression correspondant a` la
table chimique, soit 56 bars) :
P ∗(x, y, t) =
P (x, y, t)− P0
P0
. (8.9)
Test du couplage du formalisme TTC GR avec les conditions aux limites de type NSCBC dans
SiTComB 184
(a)
(b)
(c)
FIGURE 8.9: Champ initial de fraction de me´lange (a), de tempe´rature (b) et de densite´ (c).
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(a) EoS-cubique
(b) EoS-Z
FIGURE 8.10: Champ initial de vitesse du son en fonction de la forme de l’e´quation d’e´tat utilise´e.
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Ainsi, une fois que le vortex a quitte´ le domaine, P ∗ est suppose´e tendre vers ze´ro.
Les fluctuations de pression ge´ne´re´es lors de la sortie de la poche fraction de me´lange sont mi-
nimes pour les trois calculs. Aucune diffe´rence notable n’a e´te´ observe´e entre les calculs NSCBC-1D et
NSCBC-3D. Ceci est normal car aucune vitesse transverse n’est pre´sente au sein de l’e´coulement. Par
contre, les calculs re´alise´s avec les deux formes de l’e´quation d’e´tat pre´sentent des diffe´rences. Les vi-
tesses du son e´tant diffe´rentes, les fluctuations de pression ge´ne´re´es lors de la sortie de la poche de z sont
diffe´rentes. Ces fluctuations de pressions diffe´rentes n’impactent cependant pas le reste de l’e´coulement.
La figure 8.11 illustre ceci. La sortie d’une poche de fraction de me´lange en fonction des deux formes
de l’e´quation d’e´tat utilise´e y est visible. Il s’agit de visualisations instantane´es d’iso-contours de densite´
sur les champs de pression. Dans le cas EoS-Z , les fluctuations de pressions ge´ne´re´es sont tre`s faibles.
Les iso-contours de densite´ sont semblables quelque soit la forme de l’e´quation d’e´tat. La figure 8.12
pre´sente les profils de densite´ le long de l’axe x pour les trois calculs effectue´s a` diffe´rents temps de
simulations. Les courbes de densite´ des trois calculs sont confondues montrant une influence nulle quant
au choix de la forme de l’e´quation d’e´tat. Les seules diffe´rences visibles sur la figure 8.12(f) sont d’ordre
acoustique.
8.3 Convection d’une poche de gaz frais au sein d’un e´coulement de gaz
bruˆle´s 2D
8.3.1 Domaine de calcul et conditions aux limites
Le domaine de calcul est un canal 2D de 2 cm*1 cm (Lx×Ly) comprenant 800*400 cellules de taille
homoge`ne. Les faces normales a` la direction y sont traite´es comme des conditions pe´riodiques. La face
normale a` l’axe des x situe´e vers les x < 0 est traite´e comme une entre´e de type NSCBC tandis qu’une
sortie NSCBC est utilise´e pour celle situe´e vers les x > 0.
8.3.2 Initialisation et conditions thermodynamiques
La table chimique utilise´e est la meˆme que celle utilise´e pre´ce´demment. L’e´coulement initial est
obtenu de la manie`re suivante :
P0 = 56 bar, (8.10)
Ux = 60m/s, (8.11)
Uy = 0m/s, (8.12)
c = cbub +
c0 − cbub
2
[
1 + tanh
Ä
Craid(r −R0)
ä]
, (8.13)
z = 0.5 (8.14)
Avec r =
»
(x− x0)2 + (y − y0)2, la distance au centre de la poche de fraction de me´lange de coor-
donne´es (x0, y0) = (0, 0). R0 est le rayon de la poche de fraction de me´lange et est fixe´ a` 1, 5.10
−3.
Craid est une constante permettant de controˆler la raideur du profile en tangente hyperbolique et est
fixe´e a` 2, 5.103. cbub est la variable d’avancement minimale rencontre´e au sein de la bulle de gaz frais
et est fixe´e a` 0. Notons que ces conditions thermodynamiques (P = 56 bars, z = 0.5, et c = 0) corres-
pondent a` un me´lange initial d’oxyge`ne et de me´thane (YCH4 = 0.5 et YO2 = 0.5) a` 204K et dont la
compressibilite´ est d’environ de 0.71. Ainsi, les effets de type gaz re´els ne sont pas ne´gligeables. c0 est
la fraction de me´lange maximum rencontre´e au sein de l’e´coulement de gaz bruˆle´s. Sa valeur est fixe´e
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(a) t = 1, 394 10−4s (b) t = 1, 394 10−4s
(c) t = 1, 666 10−4s (d) t = 1, 666 10−4s
(e) t = 1, 785 10−4s (f) t = 1, 785 10−4s
(g) t = 3, 400 10−4s (h) t = 3, 400 10−4s
FIGURE 8.11: Sortie d’une poche de fraction de me´lange. Visualisation du champ instantane´ de pression
normalise´e et de contours de densite´ obtenus avec un calcul EoS-cubique (gauche) et EoS-Z (droite).
L’e´volution en temps se fait de haut en bas. Calculs NSCBC-1D.
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(b) t = 1, 394 10−4s
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(c) t = 1, 666 10−4s
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(d) t = 1, 785 10−4s
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(e) t = 1, 921 10−4s
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(f) t = 3, 400 10−4s
FIGURE 8.12: Sortie d’une poche de fraction de me´lange. Profils de densite´ selon l’axe des x (en y = 0.0
cm) des diffe´rents calculs a` diffe´rents temps de calcul. Ligne pointille´e : EOS-cubique / NSCBC-3D.
Ligne continue : EOS-cubique / NSCBC-1D. Ligne continue avec symboles • : EOS-Z / NSCBC-1D.
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a` 1, ce qui correspond aux produits de combustion du me´lange pre´ce´demment de´crit. La tempe´rature et
la compressibilite´ de ces produits de combustion sont respectivement d’environ 1445K et 1. La figure
8.13 pre´sente les champs initiaux de la variable d’avancement adimensionne´e, de la tempe´rature, de la
densite´ et du terme source de la variable transporte´e ρYc ainsi obtenus. L’aspect particulier du champ de
tempe´rature observe´e vient de la forme particulie`re du profil de tempe´rature de la flammelette corres-
pondant a` une fraction de me´lange e´gal a` 0.5. Ce profil de tempe´rature est donne´ par la figure 8.14. Les
conditions thermodynamiques initiales des calcul sont re´sume´es dans le tableau 8.5. Remarquons que le
nombre de Reynolds est base´ sur la vitesse de convection, la fraction de me´lange z = 0.5, sur la variable
d’avancement c = 1, ainsi que sur la taille caracte´ristique R0 de la poche de gaz frais.
P0 (bar) c0 (-) cbub (-) z (-) Ux,conv (m/s) Uy,conv (m/s) Re (-)
56 1.0 0.0 0.5 60 0 16.103
TABLE 8.5: Conditions initiales.
La figure 8.15 montre les champs de vitesse du son obtenus a` l’instant initial en fonction des deux
formes de l’e´quation d’e´tat. Dans ce cas-ci, contrairement au cas pre´sente´ a` la section pre´ce´dente, les
vitesses du son obtenues sont du meˆme ordre de grandeur. Dans tous les cas, les e´coulements simule´s
sont subsoniques.
8.3.3 Re´sultats
Trois calculs ont e´te´ re´alise´s. Deux de ces calculs utilisent l’e´quation d’e´tat de forme cubique, et uti-
lisent soit le formalisme NSCBC-1D simple (βt = 1), soit celui prenant en compte les termes transverses
(βt ∈ [0, 1[). Le troisie`me calcul utilise la forme de l’e´quation d’e´tat base´e sur la compressibilite´ tabule´e,
et le formalisme NSCBC-1D. Pour le formalisme NSCBC, la valeur du coefficient de relaxation sur la
pression τP a e´te´ fixe´e a` 2.10
5 s−1.
Au sein de cette section, des profils et des champs de pression adimensionne´e P ∗ sont pre´sente´s. La
pression est normalise´e par rapport a` la pression cible P0 du cas test (ici la pression correspondant a` la
table chimique, soit 56 bars) :
P ∗(x, y, t) =
P (x, y, t)− P0
P0
. (8.15)
Ainsi, une fois que le vortex a quitte´ le domaine, P ∗ est suppose´e tendre vers ze´ro.
Comme dans le cas de la sortie d’une poche de fraction de me´lange, les fluctuations de pressions
ge´ne´re´es lors de la sortie de la poche fraction de me´lange sont minimes pour les trois calculs. Aucune
diffe´rence notable n’a e´te´ observe´e entre les calculs NSCBC-1D et NSCBC-3D. Ici aussi ceci est normal
car aucune vitesse transverse n’est pre´sente au sein de l’e´coulement. Par contre, dans ce cas-ci, les calculs
re´alise´s avec les deux formes de l’e´quation d’e´tat pre´sentent des diffe´rences sont ici aussi tre`s semblables.
Les vitesses du son obtenues avec les deux formes de l’e´quation d’e´tat e´tant proches, les fluctuations
de pression ge´ne´re´es lors de la sortie de la poche de z sont elles aussi tre`s proches. La figure 8.16
montre la sortie de la poche de gaz frais en fonction de la forme de l’e´quation d’e´tat utilise´e. Il s’agit de
visualisations d’iso-contours de la variable d’avancement c sur les champs de pression adimensionne´e. La
sortie de la poche de fraction de me´lange s’effectue sans proble`me. Dans ce cas-ci, la forme de l’e´quation
d’e´tat utilise´e n’a pas d’effets particuliers sur l’e´coulement. Les figures 8.17, 8.18 et 8.19 illustrent ceci.
Elles pre´sentent les profils de densite´, tempe´rature et variable d’avancement le long de l’axe x des trois
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(a)
(b)
(c)
(d)
FIGURE 8.13: Champ initial de variable d’avancement (a), de tempe´rature (b), de densite´ (c) et de terme
source de la variable transporte´e ρYc.
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FIGURE 8.14: Profil de tempe´rature en fonction de la variable d’avancement pour une fraction de me´lange
z = 0.5.
(a) EoS-cubique
(b) EoS-Z
FIGURE 8.15: Champ initial de vitesse du son en fonction de la forme de l’e´quation d’e´tat utilise´e.
calculs effectue´s a` diffe´rents temps de simulations. Les tre`s le´ge`res diffe´rences visibles par exemple sur
les figures 8.17(f) et 8.18(f) sont dues aux variations acoustiques.
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(a) t = 1, 394 10−4s (b) t = 1, 394 10−4s
(c) t = 1, 666 10−4s (d) t = 1, 666 10−4s
(e) t = 1, 785 10−4s (f) t = 1, 785 10−4s
(g) t = 3, 400 10−4s (h) t = 3, 400 10−4s
FIGURE 8.16: Sortie d’une poche de gaz frais. Visualisation du champ instantane´ de pression normalise´e
et de contours de variable d’avancement obtenus avec un calcul EoS-cubique (gauche) et EoS-Z (droite).
L’e´volution en temps se fait de haut en bas. Calculs NSCBC-1D.
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 0
 10
 20
 30
 40
 50
 60
 70
 80
 90
 100
-0.01 -0.0075 -0.005 -0.0025  0  0.0025  0.005  0.0075  0.01
 
[
K
g
/
m
3
]
x [m]
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(d) t = 1, 785 10−4s
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FIGURE 8.17: Sortie d’une poche de fraction de me´lange. Profils de densite´ selon l’axe des x (en y = 0.0
cm) des diffe´rents calculs a` diffe´rents temps de calcul. Ligne pointille´e : EOS-cubique / NSCBC-3D.
Ligne continue : EOS-cubique / NSCBC-1D. Ligne continue avec symboles • : EOS-Z / NSCBC-1D.
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(c) t = 1, 666 10−4s
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FIGURE 8.18: Sortie d’une poche de fraction de me´lange. Profils de tempe´rature selon l’axe des x (en
y = 0.0 cm) des diffe´rents calculs a` diffe´rents temps de calcul. Ligne pointille´e : EOS-cubique / NSCBC-
3D. Ligne continue : EOS-cubique / NSCBC-1D. Ligne continue avec symboles • : EOS-Z / NSCBC-
1D.
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FIGURE 8.19: Sortie d’une poche de fraction de me´lange. Profils de variable d’avancement selon l’axe
des x (en y = 0.0 cm) des diffe´rents calculs a` diffe´rents temps de calcul. Ligne pointille´e : EOS-cubique
/ NSCBC-3D. Ligne continue : EOS-cubique / NSCBC-1D. Ligne continue avec symboles • : EOS-Z /
NSCBC-1D.
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8.4 Simulation du Jet de Mayer
8.4.1 Pre´sentation du cas
Afin de tester notre mode`le sur des cas moins acade´miques, la simulation du cas C4+, base´ sur les
expe´riences du jet de Mayer (cf. chapitre 5), en utilisant le formalisme TTC GR couple´ au conditions
aux limites caracte´ristiques a e´te´ entreprise. Il s’agit d’un jet d’azote froid (137K) injecte´ au sein d’une
atmosphe`re d’azote plus chaude (298K) avec une vitesse de 50 m/s et sous une pression de 40 bar
environ. Le diame`tre de l’injecteur D est de 2,2 mm. Une table thermodynamique (dans ce cas-ci le
terme “chimique” n’est pas utilise´ puisqu’aucune re´action chimique n’est conside´re´e) GR base´e sur les
conditions thermodynamiques du cas vise´ a e´te´ ge´ne´re´e, et la simulation du cas C4+ a e´te´ effectue´e en
utilisant le formalisme NSCBC-1D et les deux formes d’e´quation d’e´tat tabule´e : EoS-cubique et EoS-Z .
8.4.2 Ge´ne´ration de la table thermodynamique
La ge´ne´ration de la table thermodynamique est base´e sur un me´lange d’azote froid a` 137K et d’un
azote chaud a` 298K sous une pression de 40 bar. La table ge´ne´re´e est une table 1D, dont la seule dimen-
sion est la fraction de me´lange z de´fini par z = 1 dans l’injecteur d’azote froid, et z = 0 pour de l’azote a`
298K. Les proprie´te´s thermodynamiques ne´cessaires au formalisme TTC-GR sont calcule´es pour chaque
point de fraction de me´lange conside´re´e et stocke´e au sein de la table thermodynamque. La figure 8.20
pre´sente les e´volutions de la tempe´rature, de la densite´, et de la compressibilite´ en fonction de la fraction
de me´lange z.
8.4.3 Domaine de calcul et conditions aux limites
Le domaine de calcul est un pave´ 3D de 85*60*60 mm comprenant 464*280*280 (≈ 36.3 M) de
cellules. Les faces normales aux directions y et z sont traite´es comme des murs glissants adiabatiques.
La face normale a` la direction x situe´es vers les x supe´rieurs est traite´e comme une sortie NSCBC.
L’injection est effectue´e a` l’aide d’une entre´e NSCBC, tandis que le reste de la face d’entre´e est traite´
comme un mur non glissant adiabatique.
8.4.4 Re´sultats
La figure 8.21 pre´sente des champs instantane´s de tempe´rature, masse volumique, fraction de me´lange,
et de la vitesse obtenus avec le calcul utilisant l’e´quation EoS-Z . Les champs obtenus sont semblables
a` ceux obtenus dans le cas du calcul multi-espe`ces. Les calculs utilisant le formalisme tabule´ sont com-
pare´s au calcul re´alise´ pre´ce´demment et utilisant le formalisme multi-espe`ces GR (cf. chapitre 5). La
figure 8.22 compare des champs instantane´s du nombre de Mach des deux calculs tabule´s avec celui
provenant du calcul multi-espe`ces. Les champs obtenus avec les calculs tabule´s sont similaires a` celui
obtenu avec le calcul multi-espe`ces meˆme si le nombre de Mach est le´ge`rement sous-estime´ au sein des
calculs tabule´s. La figure 8.23 nous donnent les profils axiaux de densite´ et de largeur a` mi-hauteur base´e
sur la densite´ [155] qui permet d’e´tudier l’ouverture du jet. Notons que la densite´ est pre´sente´e sous sa
forme adimensionne´e ρ∗ donne´e par :
ρ∗ =
ρ− ρYN2,cold
ρYN2,hot − ρYN2,cold
. (8.16)
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FIGURE 8.20: Calculs Mayer : Table thermodynamique. Evolution de la tempe´rature, la densite´ et la
compressibilite´ en fonction de la fraction de me´lange z.
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(a) Tempe´rature (b) Masse volumique
(c) Fraction de me´lange (d) Vitesse
FIGURE 8.21: Champs instantane´s de la tempe´rature, le masse volumique, la fraction de me´lange, et de
la vitesse obtenus avec le calcul utilisant la forme EoS-Z .
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(a) EOS-cubique (b) EOS-Z
(c) Multi-espe`ces
FIGURE 8.22: Champs instantane´s du nombre de Mach des deux calculs tabule´s et du calcul multi-
espe`ces.
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FIGURE 8.23: Profils axiaux de densite´ (a) et de largeur a` mi-hauteur base´e sur la densite´ (b).
Les re´sultats obtenus avec la formulation tabule´e sont en tre`s bon accord avec les re´sultats provenant du
calcul multi-espe`ces, et ce quelque soit l’e´quation d’e´tat utilise´e.
8.5 Conclusion
Les cas tests effectue´s au cours de ce chapitre ont permis de simuler la sortie d’un vortex, et ce pour
diffe´rentes vitesses d’e´coulement, d’une poche de fraction de me´lange, et d’une poche de gaz frais au
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sein d’un e´coulement de gaz chauds, en utilisant le formalisme NSCBC 1D ou 3D et les e´quations d’e´tat
EoS-cubique. Chacune de ces sorties s’effectue de fac¸on tre`s stable sans ge´ne´rer de fortes perturbations
de pression au passage de la sortie. Les effets be´ne´fiques du formalisme NSCBC-3D sont pre´sents sur les
cas de sortie de vortex ou` les niveaux de perturbations de pression ge´ne´re´s sont fortement re´duits. Son
effet est quasi-nul dans tous les autres cas. Ceci est du au fait que seule la sortie d’un vortex pre´sente
des vitesses transverses importantes en sortie. Les vitesses du son du fluide simule´ a` l’aide de la forme
de l’e´quation d’e´tat EOS-Z sont fausses. L’acoustique au sein de l’e´coulement simule´ a` l’aide de cette
forme d’e´quation d’e´tat peut eˆtre fortement diffe´rente de celle obtenue dans les calculs utilisant la forme
cubique de l’e´quation d’e´tat. Dans nos cas tests acade´miques, le roˆle de l’acoustique sur la dynamique
de l’e´coulement est mineur, et aucune diffe´rence notable n’est a` noter entre les calculs utilisant les deux
formes d’e´quation d’e´tat.
Le cas C4+ de´rive´ du cas C4 du jet de Mayer (cf. chapitre 5) a e´galement e´te´ simule´ au formalisme
tabule´ en utilisant les deux formes d’e´quation d’e´tat EoS-cubique et EoS-Z . Les re´sultats obtenus ont e´te´
compare´s aux re´sultats de la simulation effectue´e au formalisme multi-espe`ces. Dans ce cas ci, l’acous-
tique ne joue pas un roˆle majeur au sein de l’e´coulement, et les re´sultats obtenus avec les deux formes de
l’e´quation d’e´tat sont analogues, et en tre`s bon accord avec ceux provenant du calcul multi-espe`ces.
Le formalisme TTC-GR avec NSCBC ainsi de´veloppe´ et son couplage avec les conditions aux limites
caracte´ristiques a ainsi de´montre´ sa capacite´ a` simuler des e´coulements plus ou moins complexes, re´actifs
ou non, dans des conditions de type GR, ainsi qu’a` fournir des conditions aux limites tre`s stables dans
ces conditions.
Une attention particulie`re doit eˆtre porte´e sur la forme d’e´quation d’e´tat base´e sur la tabulation de
la compressibilite´ du me´lange. Cette forme, qui dans un premier temps peut paraıˆtre attractive du fait
de sa grande simplicite´, doit eˆtre utilise´e avec beaucoup de pre´cautions du fait du changement important
dans l’estimation des proprie´te´s thermodynamiques auquel elle conduit. Ces changements sont toute-
fois minimes dans les gaz chauds Il semble ne´anmoins d’utiliser cette forme pour des simulations de
configurations ou` l’acoustique ne joue pas de roˆle important.
Test du couplage du formalisme TTC GR avec les conditions aux limites de type NSCBC dans
SiTComB 202
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Le banc MASCOTTE (Montage Autonome Simplifie´ pour la Cryocombustion dans l’Oxyge`ne et
Toutes Techniques Expe´rimentales) est repre´sente´ sur la Fig. 9.1. Il est destine´, d’une part, a` l’e´tude des
me´canismes primaires rencontre´s lors de la combustion d’ergols cryoge´niques (atomisation primaire et
secondaire du jet d’oxyge`ne liquide, vaporisation des gouttes, le me´lange et la combustion turbulente...
) et d’autre part, a` la mise au point et l’utilisation de diagnostics avance´s, en particulier optiques. Trois
FIGURE 9.1: Banc MASCOTTE. A` gauche : boıˆtier de combustion 10 bar (V01). A` droite : boıˆtier de
combustion haute pression (V04). Image tire´e de [106].
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T (K) ρ (kg/m3) Re (-) J (-) Rm (-)
O2 85 1200 1, 2.10
6
80 0.3
CH4 288 40 6, 0.10
5
TABLE 9.1: Caracte´ristiques d’injections du cas GCH4. Les diffe´rents parame`tres sont base´s sur les
de´finitions donne´es a` la section 1.2.1.2.
versions du banc Mascotte (V01-V03) ont e´te´ successivement de´veloppe´es pour atteindre l’objectif vise´,
c’est a` dire de reproduire les conditions de fonctionnement des moteurs fuse´es en utilisant des ergols
re´els. Ces versions e´taient adapte´es a` l’e´tude de la combustion de l’hydroge`ne. La dernie`re de ces trois
versions permettait d’atteindre des pressions de 75 bar de´passant ainsi la valeur de la pression critique de
l’oxyge`ne (50.4 bar). Le banc d’essai a e´te´ adapte´ plus re´cemment a` l’e´tude de la combustion du me´thane
(donnant lieu a` la version V04) pour contribuer au de´veloppement des nouveaux moteurs re´utilisables.
Cette nouvelle version du banc d’essai est capable de fonctionner avec du me´thane gazeux ou liquide a`
l’injection et dans des conditions de faibles rapports de me´lange Rm tre`s infe´rieurs a` 4, valeur corres-
pondant a` la stoechiome´trie.
9.1 Pre´sentation du cas
Le cas cible choisi provient de la campagne de mesures effectue´e en 2002 a` l’ONERA. Il est de´crit
dans la documentation technique fournie par la Snecma. Il s’agit d’une injection d’oxyge`ne liquide
a` basse tempe´rature (85 K) et basse vitesse accompagne´e d’une injection co-axiale haute vitesse de
me´thane “chaud” (288 K). La pression de fonctionnement est de 56 bar. Les caracte´ristiques d’injection
sont donne´es dans le tableau 9.1. Le boıˆtier de combustion haute pression utilise´ lors de la campagne
de mesure est un boıˆtier de section carre´ de 10 diame`tres d’injection d’oxyge`ne de coˆte´. Les donne´es
expe´rimentales associe´es a` ce cas et auxquelles nous avons acce`s sont des visualisations de l’e´missions
des radicaux CH∗ et OH∗ ainsi que la valeur de la tempe´rature moyenne des gaz bruˆle´s mesure´e a` l’aide
de thermocouples positionne´s dans un plan situe´ a` 88 diame`tres de l’injecteur d’oxyge`ne DO2 du plan
d’injection. La tempe´rature moyenne mesure´e est de 794 K. La tempe´rature the´orique a` l’e´quilibre chi-
mique calcule´e a` partir de de la richesse globale de l’injecteur est de 1000 K environ. Le fort e´cart obtenu
entre les tempe´ratures mesure´es et the´orique peut avoir diffe´rentes origines : (1) pertes thermiques a` la
paroi, (2) mesures des tempe´ratures des thermocouples fausse´es a` cause de l’ambiance de mesure parti-
culie`re, (3) une composition chimique des gaz bruˆle´s induisant une faible tempe´rature, due a` cine´tique
non inifiniment rapide du couple oxyge`ne/me´thane. Les deux premiers points ne permettent pas a priori
d’expliquer a` eux seuls le fort e´cart de tempe´rature (cf. rapport technique fournit par la SNECMA).
L’utilisation du mode`le PCM-FPI qui permet de tenir compte d’une chimie non-infiniment rapide devrait
permettre de valider ou non la troisie`me possibilite´. Enfin, la longueur de flamme estime´e a` partir des
visualisations des radicaux OH∗ et CH∗ est de l’ordre de 11 diame`tres d’injection de l’oxyge`ne.
Ce cas expe´rimental est particulie`rement inte´ressant d’un point de vue nume´rique car les rapports de
densite´ et de vitesse mis en jeu sont importants. Il cas sera note´ “GCH4” dans la suite de ce document.
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FIGURE 9.2: Sche´ma du maillage au niveau de l’injecteur.
9.2 Calculs multi-espe`ces non-re´actifs
Dans un premier temps, l’e´coulement non re´actif du cas GCH4 a e´te´ e´tudie´ afin d’appre´hender le
me´lange de l’oxyge`ne et du me´thane dans des conditions typiques des moteurs-fuse´es.
9.2.1 Domaine de calcul et configuration nume´rique
Le code fonctionnant sur maillage structure´, le domaine de calcul est un pave´ dont les dimensions
sont de 15*10*10 DO2 avec 432*384*384 (≈ 63, 7.106) cellules. La taille relativement importante du
maillage utilise´ est due au fait que SiTComB est un code structure´, ce qui ne permet pas un raffine-
ment optimal sur tout le domaine de calcul. L’e´coulement au sein de l’injecteur n’est pas simule´ et
l’injection se fait directement sur la face d’entre´e. La le`vre inte´rieure ainsi que la partie restante de la
face d’entre´e sont traite´es comme des murs adiabatiques. Quatre-vingt cellules sont pre´sentes dans le
diame`tre de l’injecteur central d’oxyge`ne, six cellules de´crivent l’e´paisseur de la le`vre de l’injecteur
se´parant l’e´coulement d’O2 et de CH4, et 30 cellules sont pre´sentes dans l’e´paisseur de l’injecteur de
me´thane. Le maillage est ensuite de´raffine´ en douceur dans les directions radiales et axiales. La figure
9.2 nous donne un aperc¸u du maillage utilise´ au niveau de l’injecteur. La vitesse et la tempe´rature sont
prescrites en entre´e. L’inte´gration temporelle se fait a` l’aide d’un sche´ma de Runge-Kutta du 4eme ordre
(RK4) et l’inte´gration spatiale a` l’aide d’un sche´ma centre´ d’ordre 4. Le CFL est fixe´ a` 0.7 et le Fourier
(FO) a` 0.2. Le Prandtl turbulent est fixe´ a` 1 comme pour les simulations des jets supercritiques de Mayer.
L’e´quation d’e´tat utilise´e est l’e´quation SRK. Deux mode`les de turbulence ont e´te´ utilise´s : les mode`les
de Smagorinsky classique et dynamique.
9.2.2 Re´sultats
La figure 9.3 pre´sente une visualisation instantane´e 3D d’un iso-contour du crite`re Q (Q = 108)
mettant en e´vidence les structures turbulentes, ainsi que des champs instantane´s de la variable “mixness”
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(a) (b)
(c) (d)
FIGURE 9.3: Visualisation d’un iso-contour du crite`re Q (Q = 108 = (UCH4/DO2)
2) (a) et de champs
instantane´s de la variable “mixness” (mixness = YCH4 × YO2 × 4) (b), de la densite´ (c) et de la
tempe´rature (d) pour le calcul re´alise´ avec le mode`le de Smagorinsky classique.
(mixness = YCH4 × YO2 × 4), de la densite´ et de la tempe´rature. Ce calcul est re´alise´ avec le mode`le
de turbulence de Smagorinsky classique. La quantite´ et la diversite´ de structures observe´es sur la figure
9.3(a) indique que l’e´coulement est tre`s turbulent, re´sultat attendu au vue des nombres de Reynolds
relatifs a` l’injection (cf. tableau 9.1). La variable “mixness”, quant a` elle, permet de visualiser le me´lange
et de diffe´rencier les zones de fort me´lange (mixness = 1), des zones d’espe`ces pures (mixness = 0).
On constate qu’une forte zone de me´lange se situe juste derrie`re le cœur dense d’oxyge`ne. L’aspect
particulier de l’e´coulement avec un cœur dense tre`s court a de´ja` e´te´ observe´ par Rehab et al. [135] lors
d’expe´riences portant sur l’e´tude de jets coaxiaux denses pre´sentant de forts gradients de vitesse. Ceci
est duˆ a` l’apparition d’une zone de recirculation derrie`re le cœur dense a` partir d’un rapport de vitesses
Ru suffisant.
La figure 9.4 pre´sente les e´volutions axiales des profils moyens de densite´, de tempe´rature, de fraction
massique de CH4 et de la norme de la vitesse obtenus avec les deux calculs utilisant les deux mode`les
de turbulence. Les plateaux observe´s au de´but des courbes correspondent au cœur dense d’oxyge`ne. Tre`s
vite ce cœur dense disparaıˆt, et suivi par un fort me´lange (traduit ici par la raideur des pentes observe´es).
Dans le cas du calcul re´alise´ avec le mode`le de Smagorinsky dynamique, les profils rencontre´s sont plus
raides car le niveau de viscosite´ turbulente est plus faible que celui obtenu avec le mode`le de Smagorinsky
classique. Les e´volutions axiales des largeurs a` mi-hauteur des profils de densite´, de tempe´rature et de
fraction massique de CH4 (respectivement note´es Lρ, LT et LYCH4 ) sont pre´sente´es sur la figure 9.5. Les
trois variables sur lesquelles sont base´es les largeurs a` mi-hauteur e´tant e´troitement lie´es d’un point de
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FIGURE 9.4: Profils axiaux de densite´ (a), de tempe´rature (b), de la fraction massique de me´thane (c) et
de la magnitude de la vitesse adimensionne´e par la vitesse d’injection de l’e´coulement de me´thane (d)
pour les deux calculs du cas du cas GCH4.
vue thermodynamique, ces trois profils suivent une e´volution semblable. Une le´ge`re diffe´rence apparaıˆt
ne´anmoins dans la partie correspondant au cœur dense, ou` le profil de densite´ suit une pente descendante
plus forte que les deux autres profils avant de remonter ensuite. Ceci est duˆ a` la diffusion de la tempe´rature
et des espe`ces au sein du cœur dense, et a` la forte non-line´arite´ de l’e´volution de la densite´ en fonction
de la tempe´rature dans les conditions thermodynamiques rencontre´es. L’e´cart observe´ entre les deux
mode`les est tre`s faible.
La figure 9.6 montre les champs moyens de densite´, de tempe´rature, de vitesse axiale et de fraction
massique de me´thane du calcul re´alise´ avec le mode`le de Smagorinsky dynamique. La ligne blanche
repre´sente l’iso-contour de vitesse axiale nulle, et permet de localiser une zone de recirculation situe´e
juste derrie`re le cœur dense d’oxyge`ne, a` l’endroit ou` la forte zone de me´lange a e´te´ localise´e auparavant.
Une de´finition de la longueur du cœur dense Lcd est donne´e par Oschwald et al. [119] : il s’agit de la
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FIGURE 9.5: Evolutions axiales des largeurs a` mi-hauteur base´es sur la densite´, la tempe´rature et la
fraction massique de CH4 pour les deux calculs du cas GCH4.
(a) (b)
(c) (d)
FIGURE 9.6: Champs moyens de densite´ (a), de tempe´rature (b), de vitesse axiale (c) et de fraction
massique de me´thane (d) (calcul re´alise´ avec le mode`le de Smagorinsky dynamique). La ligne blanche
repre´sente l’iso-contour de vitesse axiale nulle.
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distance axiale a` l’injecteur a` partir de laquelle la densite´ normalise´e ρ∗ est e´gale a` 0.5. Dans notre cas,
ρ∗ est de´fini comme :
ρ∗ =
ρ− ρCH4
ρO2 − ρCH4
. (9.1)
Rehab et al. [135] ont mis au point, dans le cadre d’e´tudes sur la de´sintegration de jets denses coaxiaux
sous-critiques mono-phasiques (eau-eau), une corre´lation liant les longueurs Lcd et DO2 au coefficient
Ru/ Celle-ci a e´te´ ge´ne´ralise´e par Lasheras et al. [83] pour prendre en compte les e´coulements a` densite´
variable sous la forme suivante :
Lcd
DO2
=
6√
J
Ä
1− 1Ru
ä . (9.2)
Davis et al. [32] proposent, a` partir de leur re´sultats expe´rimentaux portant sur des jets supercritiques
d’azote, une autre corre´lation sous la forme :
Lcd
DO2
=
12√
J
. (9.3)
Cette dernie`re corre´lation est obtenue dans le cas ou` les deux fluides sont injecte´s dans des e´tats ther-
modynamiques proches. Une autre corre´lation, tire´e de re´sultats expe´rimentaux supercritiques base´s sur
des injections coaxiales d’azote, dans lesquelles l’injection interne est transcritique, a e´te´ propose´e par
Teshome [167]. Celle ci prend en compte la ge´ome´trie de l’injecteur au travers des parame`tres Rl et RA :
Lcd
DO2
= 11J−0.43R−0.12l R
0.15
A . (9.4)
Cependant cette dernie`re corre´lation a e´te´ de´veloppe´e sur un nombre limite´ de donne´es. Masquelet a
ainsi propose´ deux corre´lations, construite a` partir d’une base de donne´es expe´rimentales beaucoup plus
importante [95], qui sont de la forme :
Lcd
DO2
= 12.05J−0.429, (9.5)
Lcd
DO2
= 57.20J−0.277Re−0.164s . (9.6)
Le coefficient Res intervenant dans la seconde corre´lation est un nombre de Reynolds de´fini comme :
Res =
(UCH4 − UO2)ll
νm
, (9.7)
ou` νm est la viscosite´ cine´matique moyenne du me´lange entre les deux fluides injecte´s. Nous conside´rons
dans notre cas, un me´lange d’oxyge`ne a` 85 K et de me´thane a` 288 K tel que YCH4 = 0.5, ce qui
donne Res ≈ 260000. Le tableau 9.2 donne la longueur du cœur dense en fonction des mode`les de
sous mailles utilise´s, ainsi que les longueurs the´oriques obtenues a` l’aide des corre´lations pre´sente´es ci-
dessus. On constate que les longueurs de cœur dense obtenues a` partir de nos calculs sont du meˆme ordre
de grandeur que les longueurs calcule´es avec ces diffe´rentes corre´lations. Un tre`s bon accord est trouve´
avec la corre´lation de Rehab et Lasheras (cf. eq. (9.2)) en particulier lorsque le mode`le de Smagorinsky
dynamique est utilise´.
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Lcd/DO2 [-]
Calcul SM 0.85
Calcul SMD 0.65
Rehab et al. [135] - Lasheras et al. [83] (Eq. 9.2) 0.68
Davis et al. [32] (Eq. 9.3) 1.34
Teshome et al. [167] (Eq. 9.4) 2.60
Masquelet [95] (Eq. 9.5) 1.83
Masquelet [95] (Eq. 9.6) 2.20
TABLE 9.2: Longueur de cœur dense du calcul non re´actif.
(a) (b)
FIGURE 9.7: Evolution de la tempe´rature (a) et de la densite´ (b) des gaz frais en fonction de la richesse
pour un me´lange d’O2 a` 85K et de CH4 a` 288K. Courbe rouge : calcul GR. Courbe bleue : calcul GP.
9.3 Calculs Tabule´s
9.3.1 Ge´ne´ration de bibliothe`ques de flammelettes puis de tables PCM-FPI
Afin de mettre en oeuvre le mode`le de combustion PCM-FPI, la ge´ne´ration d’une bibliothe`que de
flammes de pre´-me´lange est ne´cessaire. Quatre bibliothe`ques ont ainsi e´te´ ge´ne´re´es dans les conditions
du cas MASCOTTE GCH4 et sont donc base´es sur le me´lange d’e´coulements d’O2 a` 85 K et de CH4
a` 288 K : deux a` l’aide du sche´ma cine´tique LINDSTEDT, et deux autres a` l’aide du RAMEC. Pour
chaque sche´ma, une bibliothe`que utilisant le formalisme GP et une autre utilisant le formalisme GR ont
e´te´ ge´ne´re´es. La collection de flammes est donc obtenue en ge´ne´rant des flammes de pre´-me´lange de
diffe´rentes richesses ou` la tempe´rature des gaz frais varie en fonction de celle-ci. La figure 9.7 nous
montre les variations de la tempe´rature et de la densite´ des gaz frais en fonction de la richesse. La grande
diffe´rence entre les calculs GP et GR est ici nettement visible. De plus, la zone de flammabilite´ est plus
restreinte coˆte´ pauvre dans le cas des calculs GR.
La figure 9.8 nous pre´sente l’e´volution de la tempe´rature des gaz bruˆle´s, de la vitesse de flamme,
et de l’e´paisseur de flamme en fonction de la richesse pour les quatre bibliothe`ques de flammes. Ici
la dispersion des re´sultats en fonction du sche´ma cine´tique utilise´ est clairement visible sur la figure
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pre´sentant l’e´volution des e´paisseurs de flamme (voir fig. 9.8(c)). Dans le cas des calculs GR, une forte
re´duction des vitesses de flamme est observe´e (fig. 9.8(b)). Ceci est duˆ a` la diffe´rence de densite´ des gaz
frais calcule´e entre les calculs GP et GR (voir fig 9.7(b)).
L’impact de la tempe´rature initiale de l’oxyge`ne a e´te´ e´tudie´. Pour cela, une bibliothe`que de flame-
lettes GR base´e sur le sche´ma LINDSTEDT et sur le me´lange d’O2 a` 120 K et de CH4 a` 288 K a e´te´
ge´ne´re´e. La figure 9.9 nous montre les e´volutions de la tempe´rature, de la densite´ des gaz frais, et des
vitesses de flamme en fonction de la richesse d’un me´lange d’O2 a` 120 K et de CH4 a` 288 K et les com-
pare a` celles obtenues lors de l’utilisation d’O2 a` 85 K. On constate que dans le cas du me´lange utilisant
de l’O2 a` 120 K, due a` la diffe´rence de densite´ des gaz frais, la vitesse de flamme est quasiment double´e.
La figure 9.10 pre´sente la tempe´rature repre´sente´e dans un espace (z,c) obtenu avec la bibliothe`que
de flammes GR du sche´ma cine´tique de Lindstedt (tempe´rature d’oxyge`ne a` 85 K). Sur cette figure,
chaque flamme pre´me´lange´e correspond a` une ligne verticale, l’extre´mite´ infe´rieure de chaque ligne
correspondant au point de la flamme c = 0 et l’extre´mite´ supe´rieure au point c = 1. Ainsi, l’enveloppe
infe´rieure de la courbe observe´e correspond a` la courbe de me´lange obtenue dans le cas d’un me´lange pur
sans combustion (il s’agit des droites pre´sente´es sur la figure 9.9(a)). L’enveloppe supe´rieure correspond
a` l’e´tat d’e´quilibre. Une repre´sentation de l’e´volution de YO2 en fonction des variables de controˆles z et
c est trace´ sur la figure 9.11. Cette fois-ci, les extre´mite´s correspondant a` c = 0 et c = 1 sont inverse´es.
La partie supe´rieure repre´sente la droite de me´lange tandis que l’enveloppe infe´rieure correspond a` l’e´tat
d’e´quilibre. Enfin, la figure 9.12 nous montre l’e´volution du terme source ω˙ρYc en fonction de la variable
de progre`s c. Par souci de visibilite´, seules quelques flammelettes ont e´te´ trace´es.
Lors de la ge´ne´ration de tables PCM-FPI, les diffe´rentes donne´es ϕi tire´es des bases brutes de flam-
melettes, sont interpole´es sur un nouveau maillage en z, en c, et sur les deux nouvelles dimensions
apporte´es par le formalisme PCM. Pour les re´gions de l’espace de z ou` la propagation d’une flamme de
pre´me´lange n’est pas possible (i.e. z < 0.15 et z > 0.60), la tabulation est effectue´e a` partir d’une base
de donne´es de calculs a` l’e´quilibre obtenue avec le code EQUIL. Ces conditions a` l’e´quilibre permettent
de de´finir une variable d’avancement c dans ces zones. Dans celles-ci, les termes sources de la variable
Yc sont conside´re´s comme nuls et les valeurs des variables a` stocker sein de la table chimique (Φ
tab) dans
l’espace des c sont calcule´es comme une e´volution line´aire entre les deux valeurs en c = 0 et c = 1 :
Φ
tab (c ∈]0, 1[) = Φtab (c = 0) + c× Φtab (c = 1). 121 points servent ainsi a` de´crire les maillages en z
et c, tandis que 21 points seulement permettent de de´crire les deux dernie`res dimensions (Sc et Sz). Le
maillage en c est un maillage re´gulier, tandis que le maillage en z est un maillage raffine´ aux alentours
de la stoechiome´trie (z = 0.2 pour un me´lange O2/CH4). La figure 9.13 pre´sente le maillage en z obtenu
a` partir d’une bibliothe`que brute de 541 flammelettes et de quelques fichiers EQUIL (les points rouges
isole´s) ainsi que le maillage utilise´ au sein des tables thermo-chimiques.
Comme nous l’avons vu auparavant (cf. chapitre 7), l’utilisation d’un formalisme tabule´ associe´ a`
celui des gaz re´els ne´cessite le stockage de variables supple´mentaires au sein des tables chimiques. Les
figures 9.14 a` 9.18 pre´sentent l’e´volution des coefficients κT , aα, b,
∂aα
∂T et Z dans un espace (z,c) au sein
de la table chimique GR obtenue a` l’aide du sche´ma cine´tique LINDSTEDT lorsque les se´gre´gations Sc
et Sz sont fixe´es a` ze´ro. Notons que la discre´tisation des proprie´te´s dans les directions z et c pre´sente´es
sur ces diffe´rentes figures sont les meˆmes que celle de la table chimique soit 121 points dans chaque
direction z et c. Le stockage de ces variables supple´mentaires associe´ au maillage relativement important
utilise´ pour la table (121 × 121 × 21 × 21 points) conduit a` des tables pesant 1,1 Go, taille qui com-
mence a` eˆtre critique dans le cas de calculs effectue´s sur des supercalculateurs. Malgre´ l’utilisation d’une
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(a)
(b)
(c)
FIGURE 9.8: Evolution de la tempe´rature des gaz bruˆle´s (a), de la vitesse de flamme (b), et de l’e´paisseur
de flamme (c) en fonction de la richesse pour un me´lange d’O2 a` 85 K et de CH4 a` 288 K. Courbes
rouges : bibliothe`ques GR. Courbes bleues : bibliothe`ques GP. Symboles ! : bibliothe`ques RAMEC.
Symboles ! : bibliothe`ques LINDSTEDT.
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FIGURE 9.9: Evolution de la tempe´rature des gaz frais (a), de la densite´ des gaz frais (b), et de la vitesse
de flamme (c) en fonction de la richesse pour des me´langes d’O2 a` 85 K (courbes rouges ; symboles : !)
ou 120 K (courbes bleues ; symboles : !) et de CH4 a` 288 K. Bibliothe`ques GR LINDSTEDT.
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FIGURE 9.10: Repre´sentation de la tempe´rature en fonction de z et c pour la bibliothe`que GR LIND-
STEDT (T (O2) = 85K) de 541 flammelettes.
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FIGURE 9.11: Repre´sentation de YO2 en fonction de z et c pour la bibliothe`que GR LINDSTEDT
(T (O2) = 85K) de 541 flammelettes.
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FIGURE 9.12: Repre´sentation de ω˙ρYc en fonction de z et c pour quelques flammelettes de la bibliothe`que
GR LINDSTEDT (T (O2) = 85K).
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FIGURE 9.13: Maillage en z de la base brute, et de la table FPI.
telle discre´tisation de la table, celle-ci semble encore trop le´ge`re pour capter les fortes variations des
proprie´te´s thermodynamiques. Par exemple, dans le cas de la compressibilite´ (figure 9.18), de tre`s forts
gradients sont pre´sents dans les zones de faibles z et c. Ces fortes variations traduisent une transition
transcritique du fluide, c-a`-d le passage d’un e´tat dense a` un e´tat peu dense comme nous le montre la
figure 9.19. L’ide´al serait d’augmenter le nombre de points dans les directions z et c de la table chimique
aux endroits pre´sentant de forts gradients, mais cette solution n’est pas envisageable au vue du poids de
la table chimique de´ja` atteint. Une autre option serait d’adapter le maillage non plus uniquement sur la
stoechiome´trie, mais aussi dans les zones de fortes transitions.
La table 2D (z,c) utilise´e dans le chapitre pre´ce´dent est tire´e de la table chimique GR LINDSTEDT.
9.3.2 Loi d’e´tat et approche tabule´e
L’utilisation d’une table pre´sentant des se´gre´gations non nulles pour re´aliser des calculs re´actifs pose
un proble`me lors de l’utilisation d’un solveur compressible car une e´quation d’e´tat est utilise´e afin de
calculer la pression a` partir des variables transporte´es et tabule´es. En formalisme gaz re´el, deux relations
base´es sur les grandeurs tabule´es sont ainsi utilise´es (cf. section 7.4 ) :
P = P1(T, ρ,W
tab, aαtab, btab, (daα/dT )tab), (9.8)
ou
P = P2(T, ρ,W
tab,Ztab). (9.9)
ρ et T correspondent respectivement a` la densite´ transporte´e et la tempe´rature de´duite de l’e´nergie trans-
porte´e et de la densite´. Les variables tabule´es φtab quant a` elles de´pendent des variables de controˆles ψl
transporte´es.
La densite´ et la tempe´rature transporte´es ne sont pas strictement e´gales a` leurs valeurs tabule´es au sein
d’un code compressible du fait de la pre´sence d’ondes acoustiques, mais les e´carts restent the´oriquement
faibles. Le calcul de la pression a` l’aide de l’une des deux e´quations pre´sente´es ci-dessus donne un
re´sultat tre`s proche de la pression de ge´ne´ration de la table chimique lorsque les se´gre´gations des pa-
rame`tres de controˆle z et c sont nulles. Lorsque ces se´gre´gations sont non-nulles, meˆme en recalculant la
pression au sein de la table a` partir aussi la valeur tabule´e de la tempe´rature :
P ∗1 = P1(T
tab, ρtab,W tab, aαtab, btab, (daα/dT )tab), (9.10)
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FIGURE 9.14: Repre´sentation du coefficient κT dans l’espace (z,c) a` se´gre´gation nulle de la table chi-
mique GR LINDSTEDT.
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FIGURE 9.15: Repre´sentation du coefficient aα dans l’espace (z,c) a` se´gre´gation nulle de la table chi-
mique GR LINDSTEDT.
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FIGURE 9.16: Repre´sentation du coefficient b dans l’espace (z,c) a` se´gre´gation nulle de la table chimique
GR LINDSTEDT.
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FIGURE 9.17: Repre´sentation du coefficient ∂aα/∂T dans l’espace (z,c) a` se´gre´gation nulle de la table
chimique GR LINDSTEDT.
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FIGURE 9.18: Repre´sentation de la compressibilite´ Z dans l’espace (z,c) a` se´gre´gation nulle de la table
chimique GR LINDSTEDT.
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FIGURE 9.19: Repre´sentation de la masse volumique ρ dans l’espace (z,c) a` se´gre´gation nulle de la table
chimique GR LINDSTEDT.
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FIGURE 9.20: Rapports entre les pressions calcule´es et la pression de la table. Figure (a) : e´volution du
rapport P ∗i /P
table en fonction de la variable d’avancement pour une flamme stoechiome´trique (z = 0.2),
et ce pour diffe´rent niveau de se´gre´gation en c et a` se´gre´gation en z nulle. Figure (b) : e´volution du rapport
P ∗i /P
table en fonction de la variable de me´lange z, pour une variable d’avancement nulle (gaz frais), et
pour diffe´rent niveau de se´gre´gation en z, et a` se´gre´gation en c nulle.
et
P ∗2 = P2(T
tab, ρtab,W tab,Ztab), (9.11)
les pressions P ∗1,2 obtenues peuvent eˆtre tre`s e´loigne´es de la pression de ge´ne´ration de la table P
tab.
La figure 9.20 montre les rapports entre les pressions P ∗1 (courbes rouges) et P
∗
2 (courbes bleues) et la
pression de ge´ne´ration de la table. La figure 9.20(a) pre´sente l’e´volution du rapport P ∗i /P
table en fonc-
tion de la variable d’avancement pour une flamme stoechiome´trique (z = 0.2), et ce pour diffe´rentes
valeurs de se´gre´gation en c. La figure 9.20(b) pre´sente ces meˆmes rapports mais en fonction de la va-
riable de me´lange z, pour une variable d’avancement nulle (gaz frais), et pour diffe´rentes valeurs de
se´gre´gation en z. On observe que le rapport entre les pressions calcule´es, et la pression de la table est
loin d’eˆtre e´gal a` 1 de`s que les se´gre´gations ne sont pas nulles, et peut atteindre des valeurs de l’ordre
de plusieurs dizaines. Lorsque les se´gre´gations sont nulles, les courbes correspondantes sont les droites
horizontales en P ∗i /P
table = 1. Afin de pallier a` ce proble`me, et de pouvoir utiliser des tables pre´sentant
des se´gre´gations non-nulles, une solution a e´te´ envisage´e. Il s’agit d’apporter une correction sur l’une
des variables tabule´es de fac¸on a` retrouver la pression de la table en utilisant les e´quations d’e´tat P1 et
P2. Il a e´te´ de´cide´ de corriger le coefficient b
tab lors de l’utilisation de l’e´quation P1et la compressibilite´
tabule´e Ztab lors de l’utilisation de l’e´quation P2. Ces coefficients sont calcule´s de manie`re a` retrouver :
Ptable = P1(T
tab, ρtab,W tab, aαtab, btabcorrected, (daα/dT )
tab), (9.12)
et
Ptable = P2(T
tab, ρtab,W tab,Ztabcorrected). (9.13)
La figure 9.21 compare les valeurs des variables originelles, et les valeurs des variables corrige´es. Les fi-
gures 9.21(a) et 9.21(b) concernent le coefficient b, et les figures 9.21(c) et 9.21(d) la compressibilite´. Les
figures de gauche repre´sentent les e´volutions en fonction de la variable d’avancement pour une flamme
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stoechiome´trique (z = 0.2), et ce pour diffe´rents niveaux de se´gre´gations en c et une se´gre´gation en z
nulle, et celles de droite les e´volutions en fonction de la variable de me´lange z, pour une variable d’avan-
cement nulle (gaz frais), et pour diffe´rent niveaux de se´gre´gation en z et a` se´gre´gation en c nulle. Les
courbes des valeurs corrige´es et originales sont confondues lorsque les se´gre´gations sont nulles. Avec
l’augmentation des se´gre´gations, les diffe´rences entre les variables corrige´es et originales augmentent de
fac¸on tre`s importante. Le coefficient b de l’e´quation cubique pre´sente apre`s correction, dans le cas de
fortes se´gre´gations, des valeurs ne´gatives. Ce coefficient b est habituellement assimile´ au volume de la
mole´cule du fluide conside´re´. L’obtention de valeurs ne´gatives pour ce coefficient peut sembler surpre-
nante, et n’est due qu’au mode`le de correction envisage´e. De plus, pour de fortes valeurs de se´gre´gations
et coefficients z et c, les valeurs du coefficient b corrige´ pre´sentent de grandes variations (traduites par des
pics sur les figures 9.21(a) et 9.21(b)) ce qui pose des proble`mes pratiques d’utilisation de la table chi-
mique (interpolation, e´valuation des de´rive´es partielles des variables tabule´es par rapport aux variables
de controˆle). Ce proble`me sur la loi d’e´tat GR n’est pas uniquement lie´ a` l’utilisation d’une approche
base´e sur l’estimation d’une pdf pre´sume´e. En effet, si l’on cherche a` calculer la pression filtre´e a` partir
des grandeurs filtre´es ρ¯, T¯ , aα(T¯ , Y¯k), b(Y¯k), le meˆme type de proble`me va apparaıˆtre. Ce hiatus a e´te´
mis en e´vidence en filtrant des flammes de pre´-me´lange 1D (G. Ribert communication prive´e).
9.3.3 Calcul 3D
Le calcul 3D re´actif du cas pre´sente´ a` la section 9.2 est re´alise´. La configuration nume´rique et le
domaine de calcul sont les meˆmes que ceux utilise´s pour les calculs effectue´s via le formalisme multi-
espe`ces. La seule diffe´rence re´side dans les dimensions du domaine de calcul, celui-ci ayant e´te´ allonge´
dans la direction axiale afin de mieux capturer la zone de re´action. Les dimensions du domaine de calcul
sont de 20*10*10 DO2 avec 576*384*384 (≈ 84, 9.106) cellules. Le mode`le de Smagorinsky dynamique
est utilise´ pour mode´liser les termes de sous mailles. La forme de l’e´quation d’e´tat utilise´e est la forme
EOS-cubique. La table chimique utilise´e pour effectuer le calcul est la table GR LINDSTEDT.
En raison des difficulte´s, e´voque´es a` la section pre´ce´dente, inhe´rentes a` l’utilisation de tables chi-
miques pre´sentant des valeurs de se´gre´gations e´leve´es, il a e´te´ de´cide´ de re´aliser le calcul en utilisant la
table chimique au sein de laquelle les se´gre´gations sont fixe´es a` des valeurs non-nulles, mais peu e´leve´es :
Sz = 0.1225 et Sc = 0.4225.
Le calcul est tout d’abord effectue´ de manie`re non-re´active (la variable d’avancement c est maintenue
a` ze´ro). L’e´coulement s’installe alors de manie`re analogue aux cas re´alise´s en utilisant le formalisme
multi-espe`ces comme le montre la figure 9.22 qui pre´sente des champs instantane´s de densite´, de vitesse
axiale, et de fraction massique de me´thane.
Lorsqu’une zone propice a` l’allumage est repe´re´e, c-a`-d une zone au sein de laquelle le me´lange
est important, et ou` les valeurs de la fraction de me´lange sont peu e´loigne´es de la stoechiome´trie, un
“point chaud” est applique´. Ce point chaud est en fait une petite sphe`re du domaine sur laquelle la valeur
de la variable d’avancement est mise a` une valeur non-nulle. La figure 9.23 montre des coupes 2D des
champs initiaux de la variable d’avancement, de la fraction de me´lange, de la tempe´rature et de la densite´
correspondants a` l’initialisation d’un allumage.
La figure 9.24 pre´sente des coupes 2D instantane´es du calcul 3D re´actif installe´. Il s’agit de vi-
sualisations de champs de fraction de me´lange, de tempe´rature, de densite´, et de fraction massique
du radical OH, lequel est un bon indicateur de la position de la flamme. Les lignes blanches corres-
pondent a` l’iso-contour du me´lange stoechiome´trique (z = 0.2), les lignes orange a` un iso-contour
de tempe´rature (T = 2000K), et celles noires a` un iso-contour du terme source de la variable ρYc
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FIGURE 9.21: Comparaisons en variables corrige´es, et variables originales. Haut : coefficient cubique
b. Bas : Compressibilite´. Gauche : e´volutions en fonction de la variable d’avancement pour une flamme
stoechiome´trique (z = 0.2), et ce pour diffe´rent niveau de filtrages en c. Droite : e´volutions en fonction
de la variable de me´lange z, pour une variable d’avancement nulle (gaz frais), et pour diffe´rent niveau de
filtrage en z.
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(a) (b)
FIGURE 9.22: Champs instantane´s de densite´ (a), et de la variable mixness (b) du calcul tabule´ non re´actif
du cas MASCOTTE.
(a) (b)
(c) (d)
FIGURE 9.23: Champs de la variable d’avancement (a), de la fraction de me´lange (b), de la tempe´rature
(c) et de la densite´ (d) a` l’initialisation du calcul re´actif.
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(ω˙ρYc = 6000kg.m
−3.s−1). Une estimation de la taille de la flamme base´e sur le champ du radical OH
nous donne une valeur de l’ordre de 12 diame`tres d’injection de l’oxyge`ne, ce qui est en accord avec les
observations expe´rimentales. La figure 9.25 montre un isocontour de tempe´rature (T = 1000K) colore´
par la norme de la vitesse.
La tabulation utilise´e ne prend pas en compte les pertes thermiques e´ventuelles sur les le`vres de l’in-
jecteur ni du phe´nome`ne de quenching a` la paroi. La zone de combustion vient alors jusqu’aux le`vres de
l’injecteur. Ce comportement n’est pas re´aliste et pose de surcroıˆt des proble`mes nume´riques. En effet,
dans ces conditions, les gaz bruˆle´s (dont la densite´ est d’environ de 4 kg/m3) entre en interaction avec
le jet dense d’oxyge`ne (1200 kg/m3). Celle-ci s’effectue au contact des entre´es NSCBC et induit des
proble`mes de stabilisation nume´rique. Une e´paisseur de “quenching” sur les le`vres est donc introduite.
Cette e´paisseur de quenching a e´te´ fixe´e e´gal a` l’e´paisseur de la le`vre d’injection et consiste simplement
en une zone ou` les termes sources sont fixe´s a` ze´ro. Physiquement, une telle zone de quenching pourrait
exister et eˆtre due aux e´changes thermiques s’effectuant au niveau des le`vres de l’injecteur en contact
avec l’e´coulement froid de me´thane et d’oxyge`ne. La pre´sence de cette zone ou` la combustion ne peut
avoir lieu a un impact sur l’e´coulement. Des visualisations instantane´es de la zone proche injecteur, tire´es
du meˆme instant que la figure 9.24, sont pre´sente´es figure 9.26 pour illustrer ceci. Les dimensions des
injecteurs d’oxyge`ne et de me´thane sont respectivement symbolise´es par les disques bleus et les anneaux
rouges, ce qui permet de visualiser l’e´paisseur de la le`vre d’injection. Les meˆmes iso-contours qu’aupa-
ravant y sont trace´s. La forme que prend l’iso-contour de ω˙ρYc sugge`re l’existence d’une flamme triple
axe´e sur la ligne stoechiome´trique. La figure 9.27 pre´sente le terme source ω˙ρYc . La zone de quenching
introduite est clairement visible. Le fait que la flamme ne puisse pas remonter jusqu’aux le`vres permet a`
l’oxyge`ne de diffuser jusqu’au bord interne de l’injection de me´thane. Ce phe´nome`ne est visible sur la fi-
gure 9.26(b) et se traduit par les petites bosses que subissent les iso-contours de stoechiome´trie au niveau
des le`vres. Cette remonte´e de l’oxyge`ne vers les bords externes de la le`vre d’injection a de´ja` e´te´ observe´e
sur le calcul multi-espe`ces non re´actif. Ce phe´nome`ne de remonte´e du fluide central dense vers le bord
externe de la le`vre au contact avec le fluide plus le´ger a e´galement e´te´ observe´ expe´rimentalement par A.
Tripathi [169]. Une partie de l’oxyge`ne forme alors une deuxie`me couche de me´lange oxyge`ne/me´thane.
Dans notre cas, cette couche de me´lange est trop faible pour donner naissance a` une deuxie`me zone de
re´action. Cependant, il est possible qu’un phe´nome`ne semblable soit a` l’origine de la double zone re´active
observe´e expe´rimentalement lorsque le me´thane subit une injection non plus supercritique comme c’est
ici le cas, mais transcritique. Dans ces conditions, le me´thane est injecte´ a` tre`s basse tempe´rature, et les
e´changes thermiques qui ont lieu au niveau des le`vres d’injection sont forcement plus importants, ce qui
pourrait conduire ainsi a` une zone de quenching plus e´tendue. Cette hypothe`se reste cependant a` valider.
Le temps physique simule´ correspondant aux champs instantane´s pre´sente´s sur les figures 9.24, 9.26,
et 9.27 est e´quivalent a` 4 passages de domaine de calcul base´s sur la vitesse d’e´coulement du me´thane
et a` 0.08 passage de boıˆte base´ sur la vitesse d’e´coulement de l’oxyge`ne. Ces champs instantane´s sont
le re´sultat de 23 calculs de 24h effectue´s sur 1024 processeurs (soit environ 540 000 h de calcul CPU).
Cette importante quantite´ d’heures CPU ne´cessaire a` l’obtention de ces re´sultats, est due au nombre de
mailles pre´sentes au sein du domaine de calcul, aux faibles tailles de mailles au niveau des injecteurs,
et a` l’importante valeur de la vitesse du son correspondant a` l’e´coulement d’oxyge`ne. Les pas de temps
avec un CFL fixe´ a` 0.7 sont de l’ordre de 0.02 µs. Ces tre`s faibles pas de temps, couple´s au fait que
plusieurs passages de domaine de calcul seraient ne´cessaires pour l’acquisition de statistiques, font que
la quantite´ d’heures de calcul ne´cessaire a` la re´alisation d’un calcul converge´ sur un domaine de calcul
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FIGURE 9.24: Visualisation de champs de fraction de me´lange (a), de tempe´rature (b), de densite´ (c),
et de fraction massique du radical OH (d) obtenus avec le calcul 3D. Ligne blanche : iso-contour du
me´lange stoechiome´trique (z = 0.2). Ligne orange : iso-contour de tempe´rature (T = 2000K). Ligne
noire : iso-contour du terme source de la variable ρYc (ω˙ρYc = 6000kg.m
−3.s−1).
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FIGURE 9.25: Iso-contour de tempe´rature (1000K) obtenu avec le calcul 3D GCH4.
de 100 DO2 permettant la comparaison avec les mesures de tempe´rature expe´rimentales est estime´e a` 25
millions d’heures CPU. Il n’a donc pas e´te´ possible d’obtenir des re´sultats converge´s sur la dure´e de la
the`se.
Un scatterplot du calcul 3D GCH4 obtenu a` partir du domaine de calcul complet est pre´sente´ sur
la figure 9.28. La tempe´rature y est trace´e en fonction de la fraction de me´lange z. La tempe´rature a`
l’e´quilibre est repre´sente´e par la courbe rouge et permet ainsi de visualiser si l’e´quilibre chimique est
atteint. La droite bleue verticale correspond a` la fraction de me´lange globale de l’injecteur. On peut
constater qu’en majorite´, l’e´quilibre chimique est atteint sur le domaine de calcul avec cependant une
dispersion non ne´gligeable.
La figure 9.29 montre les profils axiaux de tempe´rature et de fraction de me´lange instantane´s. La
ligne horizontale noire repre´sente la fraction de me´lange globale de l’injecteur. Le profil axial de frac-
tion de me´lange est donc suppose´ tendre vers cette valeur pour des positions suffisamment e´loigne´es
de l’injecteur. Les re´sultats correspondant a` une distance supe´rieure a` 18 diame`tres d’oxyge`ne ne sont
pas pre´sente´s sur cette figure car une “sponge-layer” est applique´e en sortie de domaine entre 18 et 20
diame`tres d’oxyge`ne. Les fortes fluctuations observe´es sur les courbes sont dues au fait qu’il s’agit de
courbes tire´es d’un champ instantane´. Sur l’axe, la zone re´active est localise´e entre 5 et 12 diame`tres
d’injection d’oxyge`ne. Cette dernie`re valeur est en accord avec la longueur de flamme estime´e a` partir
des visualisations expe´rimentales qui est de l’ordre de 11 diame`tres d’injection. Les tempe´ratures ob-
serve´es au sein de cette zone atteignent des valeurs de l’ordre de 2700 K. A` la suite de cette zone, les
niveaux de tempe´rature observe´s se re´duisent et semblent tendre vers une tempe´rature comprise entre
700 et 800 K. Ces tempe´ratures sont infe´rieures a` la tempe´rature d’e´quilibre calcule´e a` partir de la ri-
chesse globale de l’injecteur. Le me´lange tre`s efficace conduit apre`s 12 diame`tres d’injection d’oxyge`ne
a` une richesse proche de la richesse globale attendue. Sur la figure 9.30 les tempe´rature et fraction de
me´lange moyenne´es sur des plans du domaine de calcul perpendiculaires a` l’axe d’injection sont trace´es
en fonction de la distance du plan a` l’injecteur. Ici aussi, la ligne horizontale noire repre´sente la fraction
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FIGURE 9.26: Visualisation de champs de fraction massique du radical OH (a), et de fraction massique
d’oxyge`ne (b), en zone proche injecteur. Ligne blanche : iso-contour du me´lange stoechiome´trique (z =
0.2). Ligne orange : iso-contour de tempe´rature (T = 2000K). Ligne noire : iso-contour du terme
source de la variable ρYc (ω˙ρYc = 6000kg.m
−3.s−1). Le disque bleu posse`de le diame`tre de l’injecteur
d’oxyge`ne. L’anneau rouge a les meˆmes diame`tres inte´rieur et exte´rieur que l’injecteur de me´thane.
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FIGURE 9.27: Visualisation du champs du terme source ω˙ρYc , en zone proche injecteur. Ligne blanche :
iso-contour du me´lange stoechiome´trique (z = 0.2). Ligne orange : iso-contour de tempe´rature (T =
2000K). Ligne noire : iso-contour du terme source de la variable ρYc (ω˙ρYc = 6000kg.m
−3.s−1). Le
disque bleu posse`de le diame`tre de l’injecteur d’oxyge`ne. L’anneau rouge a les meˆmes diame`tres inte´rieur
et exte´rieur que l’injecteur de me´thane.
FIGURE 9.28: Scatterplots de tempe´rature obtenus sur l’ensemble (a) et le dernier quart (b) du domaine
de calcul. Courbe rouge : tempe´rature a` l’e´quilibre. Ligne verticale : fraction de me´lange globale de
l’injecteur.
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FIGURE 9.29: Profils axiaux de tempe´rature (courbe bleue) et fraction de me´lange (courbe rouge) instan-
tane´s. Ligne horizontale noire : fraction de me´lange globale de l’injecteur 3D.
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FIGURE 9.30: Tempe´rature (courbe bleue) et fraction de me´lange (courbe rouge) moyenne´es sur les plans
perpendiculaires a` l’axe d’injection en fonction de la distance a` l’injecteur. Ligne horizontale noire :
fraction de me´lange globale de l’injecteur 3D.
de me´lange globale de l’injecteur. Les forts niveaux de fraction de me´lange moyenne, et les faibles va-
leurs de tempe´ratures moyennes observe´es sont dus a` la pre´sence de me´thane remplissant initialement
le volume de la chambre qui reste pie´ge´. Les meˆmes moyennes ont e´te´ calcule´es non plus sur des plans
couvrant la totalite´ de la section du domaine de calcul, mais sur des sections carre´s de meˆme dimen-
sion que le diame`tre externe de l’injecteur de me´thane. Ces re´sultats sont pre´sente´s sur la figure 9.31.
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FIGURE 9.31: Tempe´rature (courbe bleue), fraction de me´lange (courbe rouge), et variable d’avance-
ment (courbe orange) moyenne´es sur des sections perpendiculaires a` l’axe d’injection en fonction de la
distance a` l’injecteur. Symboles : tempe´rature a` l’e´quilibre calcule´e a` partir de la valeur moyenne de
la fraction de me´lange (courbe rouge). Ligne continue horizontale noire : fraction de me´lange globale
de l’injecteur 3D. Ligne discontinue horizontale noire : tempe´rature a` l’e´quilibre calcule´e a` partir de la
richesse globale de l’injecteur. Ligne pointille´e : tempe´rature mesure´e expe´rimentalement a` 88 DO2 .
L’e´volution de la moyenne de la variable d’avancement ainsi que la tempe´rature a` l’e´quilibre calcule´e
a` partir de la valeur de la fraction de me´lange y sont e´galement repre´sente´es. On constate que le ni-
veau de fraction de me´lange moyen est du meˆme ordre de grandeur que celui de l’injecteur global mais
qu’en sortie de domaine, la valeur obtenue est tout de meˆme le´ge`rement supe´rieure. La tempe´rature
moyenne croıˆt jusqu’a` une dizaine de diame`tres d’injecteur d’oxyge`ne, puis de´croıˆt brusquement au-
dela` pour atteindre 690 K en sortie de domaine, valeur le´ge`rement infe´rieure a` la tempe´rature mesure´e
expe´rimentalement. Cette faible valeur peut eˆtre explique´e par la valeur de fraction de me´lange obtenue
a` la sortie. On constate qu’en de´but de domaine de calcul, la courbe de tempe´rature moyenne reste sous
les valeurs de tempe´rature a` l’e´quilibre calcule´es a` partir des valeurs moyennes de fraction de me´lange.
A` partir de 6 diame`tres d’injection d’oxyge`ne, les valeurs de tempe´rature moyennes collent a` la courbe
de tempe´rature a` l’e´quilibre. La variable d’avancement moyenne croıˆt quant a` elle tre`s fortement entre
0 et 6 diame`tres ou` elle atteint des valeurs tre`s proche de 1, et ce jusqu’a` la fin du domaine de calcul.
L’e´quilibre chimique semble donc atteint en sortie de domaine de calcul. Le fait que l’e´quilibre chimique
soit atteint atteint en sortie du domaine de calcul (a` une distance de 18 diame`tres d’injections) implique
que la diffe´rence observe´e entre les mesures expe´rimentales (effectue´es a` 88 diame`tres d’injection) et les
calculs effectue´s a` l’e´quilibre chimique ne peut tre`s probablement pas eˆtre explique´e par l’hypothe`se de
chimie non infiniment rapide. Dans notre cas, les faibles tempe´ratures obtenues en sortie de domaine sont
du meˆme ordre de grandeur, et meˆme infe´rieures aux tempe´ratures mesure´es expe´rimentalement. Cette
diffe´rence s’explique par les niveaux moyens de fraction de me´lange en sortie du domaine de calcul qui
sont supe´rieures a` la fraction de me´lange globale de l’injecteur. Ces observations doivent ne´anmoins eˆtre
confirme´es par un calcul sur un domaine plus long.
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9.3.4 Calculs 2D
Des calculs 2D ont e´te´ effectue´s afin de comparer les re´sultats obtenus avec les deux sche´mas
cine´tiques LINDSTEDT et RAMEC. Ces calculs 2D sont base´s sur les meˆmes conditions d’injections
que pour le cas 3D. Comme pour le calcul 3D, les se´gre´gations sont fixe´es a` des valeurs non-nulles, mais
peu e´leve´es : Sz = 0.1225 et Sc = 0.4225. La re´alisation 2D du cas vise´, en conservant les vitesses et
tempe´ratures d’injection, ne pre´sente pas la meˆme richesse globale que le cas 3D. Ainsi, le rapport de
me´lange obtenu avec les cas 2D est Rm = 1, 06 (au lieu de 3, 25 dans la cas 3D). Dans ce cas-ci, la
tempe´rature the´orique a` l’e´quilibre chimique calcule´e a` partir de la richesse globale de l’injecteur est de
1430K.
La configuration nume´rique et le domaine de calcul utilise´s sont les meˆmes que ceux utilise´s pour le
calcul 3D, sauf que le domaine est de´ge´ne´re´ dans une des directions transverses. Le domaine de calcul
est donc de 100*50 mm avec 576*384 (≈ 220 000) cellules. La forme d’e´quation d’e´tat EOS-cubique
et le mode`le de Smagorinsky dynamique sont retenus. La se´quence d’allumage est la meˆme que celle du
calcul 3D. Une zone de quenching artificielle d’une e´paisseur de le`vre est e´galement applique´e.
La figure 9.32 pre´sente des champs instantane´s du calcul 2D re´actif effectue´ avec le sche´ma LIND-
STEDT. Il s’agit de visualisation de champs de tempe´rature, de densite´, de fraction massique d’oxyge`ne
et de fraction massique du radical OH. Les lignes blanches correspondent a` l’iso-contour du me´lange
stoechiome´trique (z = 0.2), les lignes orange a` un iso-contour de tempe´rature (T = 2000K), et les
noires a` un iso-contour du terme source ω˙ρYc (ω˙ρYc = 6000kg.m
−3.s−1). La dynamique de l’e´coulement
observe´e est tre`s diffe´rente de celle obtenue en 3D. Les cœurs denses sont de longueurs e´quivalentes a`
celui obtenu avec le calcul 3D. Ils sont cependant beaucoup plus fins. La richesse globale de l’injecteur
ayant e´te´ abaisse´e, des zones re´actives (re´pe´re´es par les poches de fraction massique du radical OH sur la
figure 9.32(d)) sont pre´sentes jusqu’en sortie de domaine, signifiant que le domaine de calcul ne permet
pas de de´crire comple`tement la zone re´active. Comme dans le cas 3D, la zone de quenching artificielle
permet a` l’oxyge`ne de remonter jusqu’a` l’e´coulement de me´thane et forme deux nouvelles zones de
me´lange. Celles-ci sont plus intenses dans les cas 2D, et cre´ent une seconde zone re´active, localise´e sur
les figures 9.32 par les deux “serpentins” forme´s par les iso-contours du terme source ω˙ρYc issus de la
zone proche injecteur. La pe´ne´tration de l’oxyge`ne au sein du domaine de calcul est importante.
L’acquisition de statistiques a pu eˆtre effectue´e sur ces deux calculs 2D sur une pe´riode correspondant
a` 8 passages de domaine de calcul en se basant sur la vitesse de´bitante du me´thane. Sur la figure 9.33 on
peut voir des comparaisons des champs moyens de fraction de me´lange, de tempe´rature, de densite´, et
de fraction massique du radical OH. La partie supe´rieure des images correspond au calcul RAMEC et la
partie infe´rieure correspond au calcul LINDSTEDT. Le meˆme code couleur que celui de la figure 9.32 est
utilise´ pour les iso-contours trace´s sur cette figure. Une premie`re remarque peut eˆtre effectue´e sur l’aspect
des champs moyens. Dans l’ensemble, ceux ci sont semblables et certaines tendances se de´gagent. La
structure exte´rieure au jet, visible sur la figure 9.33(a) provient d’une poche de faible fraction de me´lange
arrache´e au cœur dense a` l’initialisation du calcul qui s’est retrouve´e pie´ge´e dans une zone de faible
vitesse. Les deux calculs pre´sentent une forte zone re´active tre`s semblable en re´gion proche injecteur.
Malgre´ un aspect relativement proche des champs obtenus avec les deux tables chimiques, quelques
diffe´rences peuvent eˆtre note´es. Dans le cas de l’utilisation de la table GR RAMEC, le cœur potentiel est
plus court que dans le cas du calcul GR LINDSTEDT et le me´lange est plus efficace. Les tempe´ratures
observe´es apre`s ouverture du jet sont plus faibles dans le cas de l’utilisation du sche´ma RAMEC et les
niveaux de radicaux OH observe´s sont e´galement plus faibles. Sur la figure 9.34, les e´volutions des profils
de tempe´rature et de fraction massique d’oxyge`ne sur l’axe du jet sont trace´es. Les courbes sont encore
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FIGURE 9.32: Visualisation de champs instantane´s de tempe´rature (a), de densite´ (b), de fraction mas-
sique d’oxyge`ne (c), et de fraction massique du radical OH (d) obtenus avec le calcul 2D LIND-
STEDT. Ligne blanche : iso-contour du me´lange stoechiome´trique (z = 0.2). Ligne orange : iso-
contour de tempe´rature (T = 2000K). Ligne noire : iso-contour du terme source de la variable ρYc
(ω˙ρYc = 6000kg.m
−3.s−1).
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FIGURE 9.33: Comparaison de champs moyens de tempe´rature (a), de densite´ (b), de fraction massique
d’oxyge`ne (c), et de fraction massique du radical OH (d) obtenus avec les calculs 2D LINDSTEDT
(moitie´s infe´rieures) et RAMEC (moitie´s supe´rieures). Ligne blanche : iso-contour du me´lange stoe-
chiome´trique (z = 0.2). Ligne orange : iso-contour de tempe´rature (T = 2000K).
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le´ge`rement bruite´es, mais les tendances sont ne´anmoins claires. La consommation de l’oxyge`ne semble
e´quivalente dans les deux cas, mais une forte diffe´rence est observe´e quant aux niveaux de tempe´rature
atteints en sortie de domaine. La tempe´rature obtenue avec le sche´ma LINDSTEDT est supe´rieure de
250 K a` celle observe´e avec le RAMEC et est supe´rieure a` la tempe´rature a` l’e´quilibre calcule´e a` partir
de la richesse globale de l’injecteur 2D. Cette diffe´rence de tempe´rature est relie´e aux niveaux de fraction
de me´lange diffe´rents atteints en sortie de domaine pour chacun des cas qui atteignent toutes deux des
valeurs le´ge`rement supe´rieures a` la valeur globale de l’injecteur 2D. Les tempe´ratures a` l’e´quilibre lues
au sein des tables chimiques correspondant aux z moyens visibles sur la figure 9.34(a) sont trace´s sur
la figure 9.34(c). On constate ainsi que les tempe´ratures moyennes sont infe´rieures aux tempe´ratures a`
l’e´quilibre sur une bonne partie du domaine. Elles convergent ne´anmoins vers leur valeur a` l’e´quilibre en
fin de domaine.
Sur la figure 9.35, on s’inte´resse a` la zone proche injecteur a` travers la visualisation de champs
moyens de densite´, tempe´rature, vitesses axiales, et fraction massiques d’oxyge`ne. La partie supe´rieure
des images correspond au calcul RAMEC et la partie infe´rieure correspond au calcul LINDSTEDT. Les
iso-contours trace´s sont les meˆmes que ceux de la figure 9.33. Les champs observe´s sont ici aussi compa-
rables. Les fuites d’oxyge`ne par les bords exte´rieurs des le`vres sont bien visibles. Ces fuites d’oxyge`ne
dense provoque une de´viation du jet rapide de me´thane, et permet de prote´ger les zones re´actives qui se
placent derrie`re (cf. figure 9.35(c)). La diffe´rence de longueur des cœurs denses obtenus est visible sur
la figure 9.35(a). Une diffe´rence apparaıˆt cependant au niveau de la fin de la forte zone re´active : avec le
calcul RAMEC, l’ouverture du jet central est observe´ juste derrie`re cette zone de re´action intense.
Des scatterplots de tempe´rature en fonction de la fraction de me´lange ont e´te´ trace´s a` partir des
champs moyens pour chacun des deux calculs. La figure 9.36 pre´sente les re´sultats relatifs aux domaines
de calcul conside´re´s dans leur ensemble tandis que sur la figure 9.37 on peut voir les re´sultats obtenus sur
le dernier quart du domaine de calcul. La tempe´rature a` l’e´quilibre est repre´sente´e par la courbe rouge
et permet ainsi de visualiser si l’e´quilibre chimique est atteint. La droite bleue verticale correspond a`
la fraction de me´lange globale de l’injecteur 2D. Contrairement au calcul 3D, l’e´quilibre chimique est
globalement loin d’eˆtre atteint sur l’ensemble du domaine de calcul quelque soit le sche´ma cine´tique
utilise´. Ceci est en accord avec le fait que des zones de re´action sont encore pre´sentes en sortie de
domaine. En sortie de domaine (cf. figure 9.37), le me´lange obtenu est plus riche dans le cas RAMEC et
les tempe´ratures obtenues sont donc plus faibles. Les points de tempe´rature situe´s au-dessus de la courbe
d’e´quilibre sont dus aux variations acoustiques et ces e´carts restent faibles. Ces calculs 2D mettent en
e´vidence un impact important de la cine´tique sur la dynamique de la flamme, impact retrouve´ sur les
champs moyens. Un retour vers l’e´quilibre est e´galement obtenu de`s 16 diame`tres DO2 .
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FIGURE 9.34: Evolutions des profils moyens axiaux de fraction de me´lange (a), de fraction massique
d’oxyge`ne (b), et de tempe´rature des calculs 2D LINDSTEDT (courbes rouges) et RAMEC (courbes
bleues). Les droites horizontales noires correspondent a` la fraction de me´lange global de l’injecteur 2D
(a) et a` la tempe´rature a` l’e´quilibre calcule´e a` partir cette fraction de me´lange globale. Les symboles
correspondent aux tempe´ratures a` l’e´quilibre lues au sein de la table chimique en fonction de la valeur
du z moyen correspondant (trace´ su rla figure (a)).
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FIGURE 9.35: Comparaison de champs moyens proche injecteur de densite´ (a), de tempe´rature (b), de
vitesses axiales (c), et de fraction massique d’oxyge`ne (d) obtenus avec les calculs 2D LINDSTEDT
(moitie´s infe´rieures) et RAMEC (moitie´s supe´rieures). Ligne blanche : iso-contour du me´lange stoe-
chiome´trique (z = 0.2). Ligne orange : iso-contour de tempe´rature (T = 2000K).
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FIGURE 9.36: Scatterplots de tempe´rature en fonction de la fraction de me´lange des calculs LINDSTEDT
(a) et RAMEC (b) obtenus sur l’ensemble du domaine de calcul. Courbe rouge : tempe´rature d’e´quilibre.
Ligne verticale : fraction de me´lange global de l’injecteur 2D.
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FIGURE 9.37: Scatterplots de tempe´rature en fonction de la fraction de me´lange des calculs LINDSTEDT
(a) et RAMEC (b) obtenus sur l’ensemble du domaine de calcul. Ligne verticale : fraction de me´lange
global de l’injecteur 2D.
Chapitre 10
Conclusions et perspectives
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10.1 Conclusions
Le travail pre´sente´ dans ce manuscrit porte sur la mode´lisation de la combustion du me´thane et de
l’oxyge`ne dans des conditions de pression et de tempe´rature typiques de celles rencontre´es au sein des
moteur-fuse´es.
Pour cette application particulie`re, les pressions atteintes sont supe´rieures aux pressions critiques des
ergols et les proprie´te´s des fluides conside´re´s diffe`rent fortement de celles usuellement rencontre´es a`
basse pression. Par conse´quent, l’e´quation d’e´tat des gaz parfaits doit eˆtre remplace´e par une e´quation
d’e´tat des gaz re´els. Un choix spe´cifique de mode`les doit alors eˆtre envisage´ afin d’e´valuer les donne´es
thermodynamiques et de transport dans le cadre des gaz re´els. Une liste non exhaustive a e´te´ pre´sente´e
au chapitre 2 et un compromis entre pre´cision et couˆt nume´rique a permis de se´lectionner certains de ces
mode`les. Ceux-ci ont ensuite e´te´ imple´mente´s au sein du code de calcul utilise´ au cours de cette the`se,
“SiTComB”, code de calcul fonctionnant sur maillages structure´s et utilisant le formalisme compressible.
Une attention particulie`re a e´te´ porte´e au couplage entre les conditions aux limites caracte´ristiques, et
l’imple´mentation des mode`les de type gaz re´el. Le formalisme des conditions aux limites caracte´ristiques,
avec ou sans prise en compte des termes transverses, a e´te´ de´rive´ dans le cadre ge´ne´ral d’une e´quation
d’e´tat quelconque au chapitre 4.
La validation de l’ensemble de cette mode´lisation s’est de´roule´e en deux e´tapes : (1) comparaison des
donne´es de transport (ν, λ) et thermodynamique (Cp) avec les donne´es du NIST ; (2) comparaison
des re´sultats issus de LES avec l’expe´rience de Mayer, cette dernie`re e´tant certainement le cas-test de
re´fe´rence pour la validation des codes CFD ayant pour vocation la simulation d’e´coulement supercri-
tique. Dans cette e´tude, plusieurs mode`les de sous-maille initialement de´veloppe´s pour des e´coulements
a` basse pression ont e´te´ utilise´s et leurs influences respectives sur les re´sultats a e´te´ e´tudie´e. Les mode`les
de Smagorinsky classique et dynamique ont montre´ leur capacite´ a` eˆtre utilise´ dans de telles conditions
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malgre´ le fait que la mode´lisation des effets de sous-maille doit the´oriquement tenir compte de la phy-
sique des gaz re´els. Le mode`le de correction en pression de Bellan et al. [163] de´veloppe´ spe´cifiquement
pour la simulation aux grandes e´chelles d’e´coulement haute pression a e´te´ teste´ mais sans succe´s. En
effet, celui-ci a rendu les calculs extreˆmement instables, et aucun d’eux n’as pu eˆtre converge´. Les effets
de l’utilisation de deux formes cubiques d’e´quation d’e´tat de type gaz re´el (SRK et PR) ont e´galement
e´te´ e´value´. Ces e´quations conduisent a` des estimations de densite´ du meˆme ordre de grandeur et les ten-
dances observe´es sont semblables. Une le´ge`re diffe´rence entre ces densite´s apparaıˆt ne´anmoins lorsque
l’injection est transcritique. Dans ces conditions, l’e´quation SRK est la plus pre´cise. L’impact de l’aug-
mentation de la vitesse d’injection a e´te´ examine´ et les re´sultats concernant les effets des diffe´rents
mode`les de sous-maille diffe`rent de ceux obtenus avec les simulations basse vitesse.
Pour la mode´lisation de la combustion du me´thane et de l’oxyge`ne, nous nous sommes focalise´s sur les
me´thodes dites de chimie de´taille´e tabule´e permettant d’inclure les effets de cine´tique chimique non-
infiniment rapide et qui pre´sentent un couˆt CPU assez limite´. L’approche par tabulation de flammelettes
de pre´-me´lange couple´e a` une fonction de densite´ de probabilite´ pour repre´senter les effets de sous-
maille est utilise´e au cours de cette e´tude. Une e´tude bibliographique concernant les sche´mas cine´tiques
du me´thane a e´te´ re´alise´e dans le but de comparer et se´lectionner des sche´ma cine´tiques adapte´s a` la
combustion du me´thane a` haute pression. En particulier, l’impact des diffe´rents sche´mas cine´tiques sur
l’e´volution de proprie´te´s de flammes de pre´-me´lange a e´te´ quantifie´. Finalement, deux sche´mas ont e´te´
se´lectionne´s pour effectuer la suite de l’e´tude : le sche´ma de Lindstedt et le RAMEC. En effet, le RAMEC
apparait comme le meilleur choix en terme de compromis entre qualite´ des re´sultats et taille de sche´ma
tandis que le sche´ma de Lindstedt a e´te´ choisi pour sa capacite´ de ge´ne´ration de tables chimiques rapide
et aussi car faisant suite aux travaux de Pons et al. [131].
L’utilisation du formalisme tabule´ au sein d’un code compressible ne´cessite un effort supple´mentaire de
mode´lisation. En effet, les perturbations acoustiques dues aux effets compressibles ne sont pas pris en
compte lors de la ge´ne´ration de la table chimique. Les densite´ et e´nergie interne transporte´es ne sont donc
pas strictement e´gales a` leurs valeurs tabule´es. La tempe´rature ne peut donc pas eˆtre lue directement au
sein de la table chimique et doit donc eˆtre calcule´e. Dans notre cas, le calcul de la tempe´rature s’effectue
a` l’aide de la me´thode TTC de´veloppe´e par R. Vicquelin [172] pour les gaz parfaits et qui posse`de
l’avantage de ne pas avoir besoin de stocker les espe`ces chimiques au sein de la table. Au cours de cette
the`se, cette me´thode a e´te´ e´tendue au formalisme des gaz re´els. Une fois le calcul de la tempe´rature
effectue´e, une e´quation d’e´tat doit eˆtre utilise´e pour calculer la pression. Dans notre cas, l’e´quation d’e´tat
est une e´quation cubique de type gaz re´el, et deux formes pour la tabulation de cette e´quation d’e´tat ont
e´te´ propose´es. L’une de ces deux formes est base´ sur la tabulation de la compressibilite´ et ne conserve pas
la forme cubique de l’e´quation d’e´tat originale. L’autre forme est base´e sur la tabulation des coefficients
aα et b de l’e´quations cubiques et permet de conserver la forme originale de l’e´quation. Les de´rive´es
partielles par rapport aux variables transporte´es obtenues sont fortement diffe´rentes selon la forme de
l’e´quation utilise´ee et les vitesses du son estime´es peuvent ainsi eˆtre tre`s diffe´rentes. Le couplage entre la
me´thode TTC aux gaz re´els avec les conditions aux limites caracte´ristiques a e´te´ effectue´. Le formalisme
de ce couplage est ge´ne´ral et s’applique a` n’importe quelle e´quation d’e´tat.
La validation de ce nouveau couplage ge´ne´ralise´ a ensuite e´te´ effectue´e´ sur des configurations acade´miques.
Les tests acade´miques qui ont e´te´ effectue´s sont (1) une sortie de vortex 2D a` diffe´rents nombre de Mach ;
Conclusions et perspectives 240
(2) la sortie d’une poche de fraction de me´lange 2D non re´active ; et (3) la sortie re´active d’une poche de
gaz frais au sein d’un e´coulement de gaz bruˆle´s. Pour tous les cas tests acade´miques, chacune des sorties
s’est effectue´e de fac¸on tre`s stable sans ge´ne´rer de fortes perturbations de pressions au passage de la
sortie. Les effets be´ne´fiques du formalisme NSCBC-3D, permettant la prise en compte des termes trans-
verses au niveau des conditions aux limites, sont pre´sents spe´cifiquement sur les cas de sortie de vortex ou`
les niveaux de perturbations de pressions ge´ne´re´es sont fortement diminue´es, tandis que dans les autres
cas, son effet est quasi-nul car seule la sortie d’un vortex pre´sente des vitesses transverses importantes en
sortie. Les vitesses du son du fluide simule´ a` l’aide d’une EoS tabule´e se sont ave´re´es diffe´rentes de celles
provenant d’un calcul multi-espe`ces. Elles deviennent franchement fausses en utilisant la forme base´e
sur la compressibilite´ tabule´e, celle-ci perdant le caracte`re non-line´aire des e´quations cubiques. Dans
nos diffe´rents cas tests acade´miques, le roˆle de l’acoustique sur la dynamique de l’e´coulement e´tant
mineur, aucune diffe´rence notable n’a e´te´ note´e entre les calculs utilisant les deux formes d’e´quation
d’e´tat. La simulation d’une des configurations du jet de Mayer e´tudie´ au chapitre 5 a ensuite e´te´ re´alise´e
au formalisme tabule´ et en utilisant les deux formes propose´es pour l’e´quation d’e´tat. Les re´sultats ont
e´te´ compare´s a` ceux obtenus avec le formalisme multi-espe`ces. L’acoustique ne jouant pas, ici aussi,
un roˆle majeur au sein de l’e´coulement, les re´sultats obtenus avec les deux forme de l’e´quation d’e´tat
sont analogues et en tre`s bon accord avec ceux provenant du calcul multi-espe`ces. Le formalisme ainsi
de´veloppe´ et son couplage avec les conditions aux limites caracte´ristiques a ainsi de´montre´ sa capacite´
a` simuler des e´coulements plus ou moins complexes, re´actifs ou non, dans des conditions de type gaz
re´el, ainsi qu’a` fournir des conditions de sortie tre`s stables. Une attention particulie`re doit eˆtre porte´e
sur la forme de l’e´quation d’e´tat base´e sur la compressibilite´. Cette forme, qui dans un premier temps
peut paraıˆtre attractive du fait de sa grande simplicite´, doit eˆtre utilise´e avec beaucoup de pre´cautions du
fait du changement important dans l’estimation des proprie´te´s thermodynamiques auquelle elle conduit.
Il semble ne´anmoins qu’elle puisse eˆtre utilise´e pour des simulations de configurations ou` l’acoustique
ne joue pas de roˆle important. Le formalisme ainsi de´veloppe´ et son couplage avec les conditions aux
limites caracte´ristiques a ainsi de´montre´ sa capacite´ a` simuler des e´coulements plus ou moins complexes,
re´actifs ou non, dans des conditions de type GR, ainsi qu’a` fournir des conditions de sortie tre`s stables
dans ces conditions. Une attention particulie`re doit eˆtre porte´e sur la forme d’e´quation d’e´tat base´e sur
la compressibilite´. Cette forme, qui dans un premier temps peut paraıˆtre attractive du fait de sa grande
simplicite´, doit eˆtre utilise´e avec beaucoup de pre´cautions du fait du changement important dans l’esti-
mation des proprie´te´s thermodynamiques auquel elle conduit. Il semble ne´anmoins qu’elle puisse eˆtre
utilise´e pour des simulations de configurations ou` l’acoustique ne joue pas de roˆle important.
L’e´tude de l’interaction chimie-turbulence au sein de la combustion LOx/CH4 a` haute pression a ensuite
e´te´ mene´e. Celle-ci se base sur une expe´rience re´alise´e a` l’ONERA sur le banc d’essais MASCOTTE,
et pour laquelle un injecteur co-axial est utilise´ dans une chambre de combustion ou` la pression est
supe´rieure aux pressions critiques de l’oxyge`ne et du me´thane.
Dans un premier temps, des simulations non-re´actives ont e´te´ re´alise´es en utilisant le formalisme
multi-espe`ces. Une dynamique particulie`re est observe´e : un coeur dense tre`s court est suivi par une zone
de recirculation cre´ant un me´lange intense entre les deux fluides injecte´s. Cet aspect particulier a de´ja` e´te´
observe´ lors d’e´tudes expe´rimentales portant sur des jets coaxiaux denses pre´sentant de forts gradients
de vitesses. La longueur du coeur dense obtenue avec nos calculs sont en bon accord avec les longueurs
obtenues a` partir des diffe´rentes corre´lations disponible dans la litte´rature.
Des flammelettes de pre´me´lange O2/CH4 ont ensuite e´te´ simule´es a` l’aide des cine´tiques chimiques
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identifie´es lors de l’e´tude bibliographique. L’e´volution des proprie´te´s thermodynamiques des flammes
de pre´me´lange en fonction de la tempe´rature, la composition des gaz frais et de la pression a e´te´ e´tudie´e
avec un formalisme gaz parfait ou gaz re´el. Une forte diffe´rence est apparue entre les bibliothe`ques de
flamelettes GP et GR, surtout a` l’approche des tempe´ratures cryoge´niques. Une conse´quence importante
est montre´e pour les vitesses de flamme : celles-ci chutent fortement dans le cadre des gaz re´els a` cause
de la diffe´rence obtenue dans l’e´valuation de la densite´ des gaz frais. L’influence de la tempe´rature de
me´lange de l’oxyge`ne a e´galement e´te´ e´tudie´. Une augmentation de 30 K sur la tempe´rature d’injection
de l’oxyge`ne permet de doubler les niveaux de vitesse de flamme obtenus a` la stoechiome´trie.
La simulation du cas MASCOTTE 3D se´lectionne´ a ensuite e´te´ re´alise´ en utilisant le sche´ma de
LINDSTEDT. Une estimation de la taille de flamme base´e sur le champ instantane´ de fraction du radical
OH du calcul nous donne une valeur de l’ordre de 12 diame`tres d’injection de l’oxyge`ne. Cette valeur est
proche la valeur tire´e des observations expe´rimentales qui est de 11 diame`tres d’injection. Les e´volutions
des tempe´ratures, fraction de me´lange et variable d’avancement moyenne´es sur des plans du domaine de
calcul perpendiculaires a` l’axe d’injection ont e´te´ trace´es en fonctions de la distance du plan a` l’injecteur.
Le niveau de fraction de me´lange moyen est du meˆme ordre de grandeur que celui de l’injecteur global.
La tempe´rature moyenne obtenue a` 18 diame`tres d’injection d’oxyge`ne est de 690 K. Les courbes de
tempe´rature ont e´galement montre´ que la tempe´rature d’e´quilibre est rapidement atteint au sein du do-
maine de calcul. L’e´quilibre chimique est donc atteint en sortie de domaine de calcul. La prolongation du
calcul jusqu’a` 88 diame`tres d’injection de l’oxyge`ne, ou` les mesures expe´rimentales ont e´te´ effectue´es,
conduirait tre`s certainement a` une e´volution a` l’e´quilibre pilote´e par le me´lange. La diffe´rence observe´e
entre les mesures expe´rimentales et les calculs effectue´s a` l’e´quilibre chimique ne peut donc pas eˆtre
explique´e par l’hypothe`se de chimie non infiniment rapide.
Des calculs 2D ont e´te´ effectue´s avec pour objectif de comparer les re´sultats obtenus avec les deux
sche´mas cine´tiques LINDSTEDT et RAMEC. Les champs moyens obtenus a` l’aide des deux sche´mas
cine´tiques pre´sentent des aspects globalement semblables. Des diffe´rences sont ne´anmoins releve´es :
(1) le coeur potentiel observe´ avec le calcul RAMEC est plus court, (2) le me´lange obtenu en sortie
de domaine est plus riche dans le cas du calcul RAMEC et induit des niveaux de tempe´rature et de
radical OH plus faibles, (3) une forte ouverture du jet central est observe´ juste derrie`re les zones de
re´action intenses qui s’installent en zone proche injecteur a` l’interface entre les e´coulements d’oxyge`ne
et de me´thane. Ces calculs 2D mettent en e´vidence un impact non-ne´gligeable de la cine´tique sur la
dynamique de la flamme, impact retrouve´ sur les champs moyens.
10.2 Perspectives
A` l’issue de ces travaux de the`se, l’application d’une me´thodologie de chimie tabule´e base´e sur
des flammes de pre´-me´lange a de´montre´ sa faisabilite´ pour la simulation de la combustion du me´thane
et de l’oxyge`ne a` haute pression dans des conditions typiques du fonctionnement de moteurs-fuse´es.
Cette me´thode a permis de retrouver les tendances expe´rimentales observe´es sur un cas MASCOTTE
en particulier la longueur de flamme. Nous pouvons dresser quelques perspectives inte´ressantes pour
poursuivre ce travail :
- en premier lieu, la re´alisation du calcul 3D du cas MASCOTTE devrait eˆtre acheve´ sur un domaine
de calcul plus long afin d’avoir acce`s a` la zone ou` les mesures de tempe´ratures expe´rimentales ont
eu lieu (88 diame`tres d’injection d’oxyge`ne) ce qui permettrait de confirmer la pre´diction par la
LES d’une tempe´rature a` l’e´quilibre.
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- dans un deuxie`me temps, le calcul devrait eˆtre re´alise´ avec un calcul dont les se´gre´gations ont e´te´
libe´re´es. L’impact de l’utilisation de sche´ma cine´tiques diffe´rents pourrait ensuite eˆtre analyse´.
- le proble`me observe´ avec les e´quations d’e´tat filtre´es (cf. section 9.3.2) doit eˆtre e´lucide´ afin de
s’affranchir de la correction ad-hoc mise en place dans cette the`se.
- un autre cas expe´rimental oxyge`ne-me´thane pre´sentant une injection de me´thane transcritique de-
vrait eˆtre effectue´. Les re´sultats expe´rimentaux montrent une double zone de re´action, et une ou-
verture de jet beaucoup plus importante. Il serait inte´ressant de ve´rifier si le mode`le de´veloppe´ au
cours de cette the`se est capable de retrouver ces comportements.
- les re´sultats de l’utilisation de tables chimiques construites a` partir de bibliothe`ques de flammes
de diffusion devrait eˆtre compare´ aux re´sultats obtenus a` partir de flammes de pre´-me´lange.
- un effort doit eˆtre fait sur les prolongations faites au sein de la table chimique en dehors de la zone
de flammabilite´ coˆte´ pauvre et coˆte´ riche. L’utilisation de foyers homoge`nes (voir par exemple
les travaux de Enjalbert et al. [38]) a` partir desquels une table chimique peut eˆtre construite et
indexe´e en fonction de parame`tres lie´s a` des temps caracte´ristiques de l’e´coulement (temps de
re´sidence et temps de me´lange) pourrait eˆtre envisage´e. Ces temps caracte´ristiques permettent de
mieux quantifier les effets de dilution par des gaz bruˆle´s.
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Annexe A
Equations d’e´tat : de´rive´es partielles et
e˜s,k
A.1 Equation d’e´tat des gaz parfaits
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A.2 Equation d’e´tat cubique ge´ne´ralise´e [23][77]
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Pour retrouver les formulations respectives correspondantes au e´quations d’e´tat SRK et PR, il suffit
d’utiliser les valeurs des coefficients δ1 et δ2 correspondantes donne´es dans le tableau 2.3. Les de´rive´es
partielles du coefficient aα sont donne´es dans l’annexe B.
Annexe B
Equations d’e´tat cubiques : de´rive´es
partielles du coefficient aα
Je rappelle que (voir section 2.2.2) :
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Les de´rive´es partielles
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Les coefficients et de´rive´es mono-espe`ces (ai, αi, ∂αi/∂T , et ∂
2αi/∂T
2) sont donne´s dans la table 2.3.
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